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非 线 性 波动 方程 是 一 类 具有 重要 理论 意义 及 应 用 价值 的 典型 的 非 线性 发 展 
方程 . 对 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 经 典 解 的 整体 存在 性 及 破裂 
现象 的 研究 ,涉及 此 类 方程 的 零 解 的 渐 近 稳定 性 或 相应 控制 系统 的 镇 定性 ,是 一 
个 意义 重大 且 颇 具 挑 战 性 的 研究 主题 . 这 方面 的 研究 ,起 自 F. John 教授 于 20 
世纪 70 FRKE 80 年 代 初 ,为 揭示 非 线性 波动 方程 的 解 的 破裂 现象 所 举 出 的 
一 些 例证 ,后 经 F. John 教授 本 人 ,特别 是 S. Klainerman, D. Christodoulou, 
L. Hórmander 教授 以 及 M. Kovalyov, H. Lindblad, G. Ponce, J. Shatah, 
T. C. Sideris 等 教授 ,分 别针 对 不 同 的 空间 维 数 以 及 不 同 的 非 线 性 右 端 项 的 寡 
次 ,给 出 了 有 关 经 典 解 的 整体 存在 性 及 生命 跨度 下 界 估计 的 种 种 结果 ,形成 了 一 
个 重要 而 引 人 注 目的 前 沿 研究 方向 . 这 些 数学 家 的 研究 成 果 是 很 深入 的 ,但 一 时 
尚未 能 涵盖 所 有 可 能 的 重要 情况 ,对 所 建立 的 经 典 解 的 生命 跨度 的 下 界 估计 的 
Sharpness, 也 留 下 不 少 空白 ,整个 研究 还 处 于 一 种 方兴未艾 的 状态 . 另 一 方面 ， 
这 些 数 学 家 所 用 的 方法 也 各 有 千秋 , 互 具 特 色 , 有 的 还 相当 复杂 ,对 这 一 类 问题 
似乎 还 没有 找到 一 个 统一 而 简明 的 处 理 办 法 . 

我 在 旅 法 期 间 于 1980 年 去 英国 访问 Heriot-Watt 大 学 的 时 候 , 曾 遇 到 当时 
也 在 那儿 访问 的 F. John 教授 ,得 以 当面 向 他 请 教 , 得 益 良 多 . 1981 年 初 我 在 美 
国 访问 Courant 研究 所 时 , 见 到 了 S. Klainerman 教授 , 和 他 进行 了 认真 的 讨 
论 , 他 还 送 给 我 那 篇 近 60 页 长 文 的 预 印 本 . 这 开始 了 我 对 非 线性 波动 方程 的 重 
视 和 兴趣 ,也 推动 了 我 们 的 有 关 研 究 工作 . 我 早期 的 几 位 博士 研究 生 , 如 陈 韵 梅 、 
俞 新 及 周 忆 等 ,都 是 以 此 作为 博士 论文 主题 的 ,并 且 都 做 出 了 可 贵 的 贡献 . 正 是 
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由 于 他 们 的 参与 和 努力 ,特别 是 周 忆 长 期 不 懈 的 坚持 ,这 一 研究 方向 在 复旦 大 学 
得 以 传承 至 今 , 并 结 出 了 丰硕 的 成 果 . 我 们 在 这 方面 的 微薄 贡献 ,概括 起 来 主要 
是 两 点 . 一 是 针对 一 切 可 能 的 空间 维 数 及 一 切 可 能 的 非 线性 右 端 项 的 宕 次 ,对 非 
线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 经 典 解 的 生命 跨度 建立 了 完整 的 下 界 
估计 (包括 了 整体 存在 性 的 结果 ) ,而 且 这 些 下 界 估计 都 是 不 可 改进 的 最 佳 估 计 ， 
为 这 方面 的 研究 原则 上 画 上 了 句号 . 二 是 提出 了 人 处理 这 类 问题 的 统一 而 简明 的 
方法 一 一 整体 迭代 法 . 这 一 方法 仅仅 使 用 了 简单 的 压缩 映像 原理 ,其 工作 量 与 证 
明 经 典 解 的 局 部 存在 性 大 体 相当 . 

在 我 和 陈 韵 梅 合 著 于 1989 年 在 科学 出 版 社 出 版 的 《 非 线 性 发 展 方程 ) 一 书 
中 , 曾 利 用 整体 迭代 法 证 明了 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 经 典 解 
的 整体 存在 性 . 而 在 我 和 陈 韵 梅 合 著 稍 后 于 1992 年 在 Longman Scientific & 
Technical 出 版 社 出 版 的 Global Classical Solutions for Nonlinear Evolution 
Equations 一 书 中 ,整体 迭代 法 则 还 被 进一步 用 于 得 到 有 关 经 典 解 生 命 跨 度 的 一 
些 下 界 估计 . 但 限于 当时 的 科研 进展 ,对 空间 维 数 n 二 2 及 n= 二 4 等 重要 情形 ,或 
是 没有 涉及 ,或 是 未 得 到 最 佳 的 结果 ; 此 外 ,关于 零 条 件 的 有 关 理论 以 及 一 些 生 
命 跨度 下 界 估计 的 Sharpness, 也 均 未 涉及 . 由 于 这 两 本 书 同时 涉及 非 线 性 热 传 
导 方 程 等 非 线性 发 展 方程 , 非 线性 波动 方程 只 是 其 中 的 一 个 部 分 ,在 篇 幅 上 不 免 
受到 制约 ,这 也 是 部 分 地 造成 上 述 缺憾 的 一 个 原因 . 到 了 1995 年 左右 ,我们 已 经 
在 各 种 可 能 的 情况 下 ,大体 上 完成 了 用 整体 迭代 法 统一 处 理 非 线性 波动 方程 具 
小 初 值 的 Cauchy 问题 的 经 典 解 的 整体 存在 性 及 生命 跨度 下 界 估计 的 工作 ,我 和 
周 忆 就 开始 酝酿 写 一 本 论述 非 线 性 波动 方程 的 专著 ,上 海 科学 技术 出 版 社 也 时 
已 向 我 们 约 稿 .但 因 杂 事 烦 多 ,撰写 工作 时 断 时 续 , 有 时 甚至 长 期 停顿 . 未 能 下 决 
心 尽快 成 书 还 有 一 个 重要 的 原因 ,就 是 我 们 所 得 到 的 这 些 生命 跨度 的 下 界 估 计 ， 
当时 还 有 少数 尚未 被 证 明 是 不 可 改进 的 最 佳 估 计 , 匆 忙 写 出 来 交付 出 版 ,终究 难 
以 成 为 完 壁 ,总 是 心 有 不 甘 . 近年 来 ,这 些 生命 跨度 下 界 估 计 的 Sharpness 终于 
全 部 有 了 眉目 ,这 使 我 们 感到 迅速 成 书 的 紧迫 性 . 同时 ,经 过 了 这 些 年 月 ,已 发 现 
以 往 的 有 些 证 明 还 可 以 进一步 简化 或 改进 ,从 而 能 以 较 新 的 面貌 来 呈现 ,这 也 是 
一 个 额外 的 收获 . 尽管 我 们 下 决心 重整旗鼓 ,但 由 于 不 少 的 证 明 需 要 改写 ,接着 
又 花 了 两 三 年 的 时 间 , 全 书 才 得 于 2014 年 初 最 终 定稿 . 在 经 过 了 这 一 过 程 后 看 
到 本 书面 世 , 作 者 的 欣慰 是 不 言 而 喻 的 . 


a 
Dil 
[m 


全 书 共 十 五 章 . 前 七 章 是 为 后 文 作 准备 的 ,但 本 身 也 有 其 独立 的 意义 和 价 
值 . 在 后 八 章 中 ,有 五 章 针 对 各 种 不 同 的 可 能 情况 ,分 别 用 整体 迭代 法 讨论 了 经 
典 解 的 整体 存在 性 及 生命 跨度 的 下 界 估计 ,包括 在 零 条 件 假 设 下 证 明了 经 典 解 
的 整体 存在 性 ; 有 两 章 专 门 论 证 所 得 生命 跨度 下 界 估计 的 Sharpness; 最 后 一 章 
则 涉及 有 关 的 应 用 与 拓展 . 书 末 所 附 参 考 文献 的 绝 大 部 分 在 正文 中 都 已 引用 , 少 
数 在 正文 中 虽 未 正式 引用 ,但 多 少 有 所 相关 ,希望 读者 仍 可 从 中 获得 一 些 必 要 的 
HA. 本 书 的 中 文 打字 ,排版 一 直 由 王 珂 博士 负责 安排 ,全 书 并 将 由 李 亚 纯 教 授 
译 成 英文 在 Springer 出 版 社 出 版 ,作者 对 她 们 热情 负责 的 支持 和 帮助 特 致 深 
切 的 谢意 . 

限于 作者 水 平 ,本 书 足 漏 及 不 足 之 处 在 所 难免 , 奶 请 读者 不 音 赐教 . 
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$1. 目标 


非 线性 波动 方程 是 一 类 重要 的 无 穷 维 动力 系统 . 所 谓 无 穷 维 动力 系统 ,是 指 
用 非 线 性 发 展 型 偏 微分 方程 (简称 非 线性 发 展 方程 ) 所 描述 的 系统 . 而 非 线性 发 
展 方程 是 其 解除 依赖 于 空间 变量 外 、 还 依赖 于 一 个 特殊 的 自 变量 上 (时 间 ) 的 非 线 
性 偏 微分 方程 的 总 称 . 例如 ,在 热流 与 反应 -扩散 现象 中 出 现 的 非 线 性 热传导 方 
程 (包括 反应 -扩散 方程 ) ,在 振动 与 电磁 学 中 出 现 的 非 线性 波动 方程 ,量子 力学 
中 的 非 线性 Schrödinger 方程 ,描述 不 可 压缩 流体 的 Navier-Stokes 方程 ,规范 场 
的 Yang-Mills 方程, 守恒 律 双 曲 组 , Κἀν 方程 等 等 . 这 些 都 是 在 应 用 中 广泛 出 
现 , 而 且 在 相关 的 学 科 中 具有 基本 重要 性 的 一 些 方程 . 

为 了 说 明 清 楚 本 书 所 要 研究 的 问题 , 先 考察 有 限 维 的 动力 系统 , 即 非 线性 常 
微分 方程 (组 ) 的 情况 . 这 时 解 只 是 时 间 变 量 上 的 函数 ,而 不 依赖 于 空间 变量 . 

先 考虑 下 述 最 简单 的 情况 : 考察 下 述 非 线性 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 : 


—— EM. GL. T, 19 


t—0:u-—e€, (1. 1. 2) 
这 里 a 是 一 个 正常 数 , s > 0 是 一 个 小 参数 . 这 个 问题 的 解 可 明显 表示 为 
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图 1 图 2 


这 样 , 这 个 问题 不 能 对 所 有 时 间 三 0 都 存在 解 , 即 不 存在 整体 经 典 解 ( 所 请 
经 典 解 ,是 指 在 常规 意义 下 的 解 ;而 整体 解 ,是 指 对 所 有 时 间 上 三 0 均 存 在 的 解 ). 
这 表现 为 在 一 定时 间 后 解 要 出 现 奇 性 ( 解 或 其 导数 一 co; 这 里 解 及 其 导数 均一 
co) , 称 为 解 的 破裂 (blow-up). 和 线性 的 情况 不 同 ,对 非 线 性 微分 方程 的 Cauchy 
问题 ,其 解 一 般 说 来 都 有 可 能 产生 破裂 现象 . 在 现在 的 情况 ,既然 解 要 破裂 ,我 们 
看 一 看 解 到 底 能 存在 多 长 时 间 ? 显然 , 若 记 解 的 生命 跨度 (lifespan), 即 保证 解 
存在 的 时 间 区 间 的 最 大 长 度 ,为 T(e) ,就 有 


To= eae", (1.1.4) 
这 说 明 ,对 小 初 值 来 说 , 当 右 端 非 线性 项 的 阶 数 愈 高 . 即 α 愈 大 时 , 解 的 生命 跨度 
BAK. 这 是 因为 ,对 小 的 解 , 当 右 端 非 线性 项 的 阶 数 愈 高 时 ,其 影响 愈 小 . 
但 是 ,车 在 方程 中 包含 耗 散 项 ,上 述 情况 将 会 有 很 大 的 变化 . E u US ERE 
并 假设 在 运动 过 程 中 有 一 个 和 速度 成 正比 的 阻力 ,上 述 微分 方程 (1. 1. 1) ,例如 
说 ,将 由 如 下 的 方程 代替 (其 中 比例 常数 取 为 D 


Ss, (1.1.5) 
dt 


而 初 值 仍 为 (1. 1. 2). 此 时 Cauchy 问题 (1. 1. DRA. 1. 2) Jf ΧΙ 


€ 
= i ` 1. |. 
ult) [e ee) re] ( 6) 
如 图 2 所 示 . 这 时 只 要 ss 二 0 适当 小 (过 1), 此 Cauchy 问题 对 所 有 时 间 0 J 
有 唯一 的 解 , 即 生命 跨度 


Τ(ε)---Γοο, (1. 1. 7) 

且 此 解 在 1 一 十 oo 时 指数 衰减 
为 什么 这 两 种 情况 会 有 如 此 重大 的 差别 呢 ? 根本 的 原因 在 于 相应 的 线性 化 
方程 有 很 大 的 不 同 . 我 们 看 到 : 方程 (1. 1.5) 的 线性 化 方程 为 4. =—u ο. ο 


REGE t > oo 时 均 指数 吉 减 ;而 方程 (1.1. 1) 的 线性 化 方程 为 -se — 0, 其 -- 切 


非 零 解 均 不 衰减 . 正 是 这 一 本 质 差别 导致 是 否 存在 整体 解 的 不 同 的 结果 . 
实际 上 ,这 在 常 微分 方程 组 的 情况 有 一 个 相当 一 般 的 结论 . 考察 下 面 的 常 微 
分 方程 组 


dU 
eR = f(U), (1. 1. 8) 


Hp U = (wi ，…, uw) 为 未 知 向 量 函 数 , 而 ΓΟ} = (f, (U), εν f. (UD)! 98 
U 的 适当 光滑 的 已 给 函数 , 且 设 


f(0) = 0, (1.1.9) 
BU = 0 E.Z Af — 434625 CE. 写 出 (1. 1. 8) 的 线性 化 方程 组 

1 AU. (1. 1. 10) 
其 中 

A = το (1.1. 11) 


为 方程 (1. 1. 8) 的 右 端 非 线 性 项 UEU = 0 处 的 Jacobi KE. 
假设 A 的 一 切 特征 值 均 有 负 的 实 部 ,这 等 价 于 假设 线性 化 方程 组 (1. 1. 10) 
的 一 切 解 在 上 一 十 ce 时 均 指 数 衰减 ,那么 原 非 线性 方程 组 (1. 1. 8) 具 小 初 值 


t= 0 U = U, GU, 小) CL 1.12) 


的 Cauchy 问题 必 在 1 宇 0 上 存在 整体 解 U = UG), H4 t+ I LU GO td 
数 衰减 . 

这 里 “A 的 一 切 特征 值 均 有 负 的 实 部 ”, 相 当 于 方程 组 (1. 1. 8) 具 有 一 定 的 耗 
散 机 制 ;而 “ 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 在 t 宇 0 上 有 整体 解 , 且 解 当 上 -> 十 co 时 指 
数 衰减 ”意味 着 : 若 零 解 在 初始 时 刻 有 一 个 小 的 扰动 ,此 小 扰动 最 终 会 以 指数 衰 
减 的 方式 在 1 一 十 oo 时 很 快 消失 , 即 零 解 具有 渐 近 稳定 性 . 这 就 是 常 微分 方程 理 
论 中 熟知 的 零 解 的 渐 近 稳定 性 定理 . 
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这 样 ,研究 非 线 性 发 展 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 (经 典 ) 解 在 :三 0 上 
的 整体 存在 唯一 性 ,以 及 解 在 1 一 十 oo 时 的 (指数 ) 衰 减 性 ,从 微分 方程 的 角度 ， 
相当 于 研究 零 解 的 渐 近 稳定 性 ;从 动力 系统 的 角度 ,相当 于 研究 零 解 是 否 是 一 个 
吸引 子 ;而 从 控制 理论 的 角度 , 则 相当 于 研究 系统 的 镇 定性 质 . 因而 ,这 是 一 个 具 
有 重大 理论 及 实际 意义 的 课题 . 

这 一 理论 在 常 微分 方程 (组 ) 的 情形 , 即 在 有 限 维 动力 系统 的 情形 ,如 前 所 
述 ,只 有 在 微分 方程 (组 ) 具 有 前 述 耗 散 机 制 的 情形 才能 得 到 保证 . 一 个 自然 的 问 
题 ,是 如 何 将 这 一 理论 推广 到 无 穷 维 动力 系统 , 即 非 线性 发 展 型 偏 微分 方程 的 情 
形 ,看 何 时 零 解 是 渐 近 稳定 的 , 即 何 时 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 在 t 宇 0 上 存在 唯 
一 的 整体 经 典 解 , 且 解 在 上 一 十 se 时 具有 某 种 衰减 性 . 

无 穷 维 动力 系统 的 情况 和 有 限 维 的 情况 相 比 ,有 共同 点 ,也 有 不 同 点 . 

共同 点 主要 是 一 个 , 即 , 粗 略 地 说 ,在 小 初 值 的 情形 , 当 非 线性 项 的 阶 数 1 十 
a 愈 高 , 即 a 愈 大 时 ,经 典 解 的 生命 跨度 也 应 该 愈 大 . 

但 在 无 穷 维 的 情形 ,解除 与 时 间 变量 : 有 关外 ,还 要 依赖 于 空间 变量 > = 
Gr » tt Xx,)( 在 很 多 具体 应 用 中 ,n = 1,2 或 3) ,这 就 给 无 穷 维 情形 的 讨论 带 来 
了 极 大 的 复杂 性 和 非常 丰富 的 内 容 . 

首先 ,发 展 型 偏 微 分 方程 ,如 前 所 述 ,可 以 有 众多 不 同 的 类 型 . 每 一 类 型 对 应 
于 不 同 的 物理 现象 ,有 着 各 自 本 质 上 的 特点 ,在 研究 方法 上 也 各 具 特 色 , 往 往 需 
要 个 别 地 进行 研究 . 

本 书 着 重 考察 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 


Clu = Flus, Du, D,Dw), (1.1. 13) 
t= 0: u = e%(z), u, = εφία), (1. 1. 14) 
其 中 
e 

TC == 1. 1. 15 
H or > (^ — Ox? ) i ) 

为 波动 算 子 ， 

9 ə 9 9 9 

D= (arcs n as zi CT ED CL, 1.18) 


$, 少 为 充分 光滑 的 具 紧 支 集 的 函数 ,不 妨 设 风 9 € C; (R), Tm e > 0 为 一 小 
参数 . 
记 
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À = (À; Qu, v= Qs l, Suy n; (A5), 1s J = 0 l, ws Ns i 十 7 宇 1) 
CL h. ω 


假设 非 线 性 右 端 项 FAE À = 0 的 一 个 邻 域 中 充分 光滑 , 且 满 足 
FQ) --Ο(|λ |=), (1.1.18) 


而 a > 1 为 一 个 整数 . 

着 重 考察 非 线 性 波动 方程 ,除了 波动 现象 本 身 的 重要 性 及 其 众多 的 应 用 以 
外 ,还 由 于 这 是 最 先 讨论 零 解 渐 近 稳定 性 的 非 线性 发 展 方程 .最早 的 研究 可 追溯 
到 1986 4Ε 1. Ε. Segal 的 工作 "1, 但 真正 形成 气候 还 是 20 世纪 70 年 代 末 由 已 故 
的 著名 数学 家 F. John 关于 非 线性 波动 方程 解 的 破裂 现象 的 研究 “所 引发 出 
来 的 80 年 代 初 S. Klainerman 的 工作 ”1 以 及 一 系列 后 继 的 工作 ”号 汪 等 . 
同时 ,也 由 于 双 曲 型 的 情况 要 比 许多 其 他 情况 来 得 复杂 ,对 数学 来 说 有 更 多 的 挑 
战 , 有 很 多 问题 值得 深入 研究 与 思考 . 同时 还 应 该 指出 ,下 面 介 绍 的 求解 方法 的 
总 框架 不 仅仅 适用 于 非 线 性 波动 方程 ,也 适用 于 其 他 一 些 类 型 的 非 线性 发 展 方 
程 ,如 非 线 性 热传导 方程 , 非 线 性 Schrödinger 方程 等 (参见 [43]). 

其 次 ,与 常 微分 方程 (组 ) 的 情形 不 同 , 上 述 非 线 性 波动 方程 的 线性 化 方程 ， 
即 普 通 的 波动 方程 

ο. 0, (1. 1. 19) 


它 尽管 不 包括 耗 散 项 (其 能 量 是 守恒 的 ,而 有 耗 散 项 的 情况 参见 》4) ,其 解 仍 可 
能 具有 某 种 衰减 性 质 . 例如 说 ,可 以 证 明 ( 参 见 [43]): 方程 (1. 1. 19) 的 任 一 解 
u =u" (t, x) JE 


lau. 2 || z an ECCL Lay m . Vi >= 0, £1. 1. 200 


于 此 C 是 一 个 与 解 有 关 、 但 与 上 无 关 的 正常 数 , DSL ARAE n> 2. (1. 1. 19) 
的 一 切 解 均 在 上 一 十 ce 时 衰减 .但 这 里 还 有 一 点 和 常 微分 方程 (组 ) 的 情况 不 同 ， 
即 解 即使 衰减 , 却 不 是 指数 衰减 ,而 是 如 (1. 1. 200 rZ IEEE DI GS, CREDO 
衰减 ; 且 当 空间 维 数 n 愈 高 时 , 解 的 衰减 率 愈 大 . 为 了 说 明 这 一 事实 ,F. John 曾 
从 莎士比亚 的 (部 利 六 世 》 中 引用 了 下 述 的 格言 : 


Glory is like a circle in the water， 
荣誉 犹如 水 中 的 圆圈 ， 
Which never ceaseth to enlarge itself, 


( 它 ) 永 不 停息 地 扩大 ， 
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Till by broad spreading it disperse to naught. 
直至 伸展 到 化 为 乌有 . 


诚然 ,空间 维 数 愈 高 ,对 波 来 说 就 有 更 大 的 地 盘 可 以 疏散 ,从 而 更 快 地 衰减 . 

通过 上 面 的 观察 ,粗略 地 说 ,在 空间 维 数 n 及 a 之 值 较 大 时 , 解 就 可 能 有 较 
大 的 衰减 率 及 较 大 的 生命 跨度 , 因而 对 小 初 值 来 说 就 可 能 得 到 Cauchy 问题 在 
t0 上 的 整体 经 典 解 ,而 且 解 在 29 十 cc 时 有 一 定 的 衰减 性 , 即 成 立 零 解 的 渐 近 
稳定 性 ;反之 ,在 n 及 a 之 值 较 小 时 ,一 般 说 来 只 能 得 到 局 部 经 典 解 , 即 经 典 解 会 
在 有 限时 间 内 破裂 ,从 而 零 解 不 具有 稳定 性 . 

由 于 到 底 何 时 存在 整体 经 典 解 , 事 先是 不 知道 的 . 对 任何 空间 维 数 nn 宇 1 及 
任何 整数 a 1, 我 们 可 一 般 地 研究 Cauchy 问题 (1. 1. 13)-(1. 1. 14) 的 经 典 解 
的 生命 跨度 T(e). 如 果 TC) = 十 oo, 就 有 经 典 解 在 1 宇 0 上 的 整体 存在 唯一 性 ， 
此 时 可 进一步 研究 解 在 上 一 十 ce 时 的 渐 近 性 态 , 特 别 是 它 的 衰减 性 . 反之 , 若 
T(e) 为 有 限 数 , 则 仅 能 在 有 限 区 间 [0,T(e)) 上 得 到 经 典 解 的 局 部 存在 性 ,而 解 
在 ->T(e) 时 要 发 生 破裂 ,此 时 希望 能 得 到 对 TCe) 的 下 界 的 精确 估计 . 换言之 ,我 
们 研究 的 目标 之 一 是 : 对 一 切 n 宇 1 及 a 宇 1 建立 经 典 解 的 生命 跨度 T(e) 的 下 界 
的 精确 估计 . 所 谓 精 确 估计 ,是 指 对 下 为 普 适 的 意义 下 不 可 改进 的 估计 , 即 总 可 
找到 某 些 特殊 的 下 及 初 值 ,使 解 的 生命 跨度 有 同一 类 型 的 上 界 估 计 . 

我 们 研究 的 第 二 个 目标 是 为 这 一 类 的 研究 提供 一 个 简明 而 统一 的 处 理 框 
整体 迭代 法 . 

下 文中 我 们 可 以 看 到 ,实现 了 上 述 的 两 个 目标 ,就 可 以 将 20 世纪 80 年 代 初 
以 来 ,在 这 一 研究 领域 中 由 很 多 著名 数学 家 在 各 种 个 别 的 情况 、 用 各 种 不 同方 
法 所 分 别 得 到 的 众多 重要 的 成 果 , 用 简单 的 方法 统一 地 加 以 处 理 ,并 且 在 一 些 
重要 情况 加 以 本 质 上 的 改进 或 是 填补 研究 的 空白 ,从 而 使 整个 问题 得 到 彻底 
的 解决 . 


28 


$2. 历史 与 现状 


首先 考察 非 线 性 项 下 不 明显 依赖 于 的 特殊 情况 : 
ΕΞ F Dus, D Dua). C12, 15 
最 早 的 一 般 性 结果 是 S，Klainerman 在 1980 4E 1982 年 得 到 的 .他 


利用 波动 方程 的 解 的 1." 范 数 的 衰减 估计 (1. 1. 20) 及 能 量 估 计 式 ,借助 于 Nash- 
Moser-Hórmander 迭代 ,证 明了 在 n 及 a 满足 下 述 关 系 
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时 ,对 充分 小 的 es 之 0, Cauchy 问题 (1. 1. 13)-(1. 1. 14) E £280. EE EP 
解 — ult, x), 且 解 在 1 一 十 oo 时 具有 某 种 衰减 性 . 同一 结果 被 ]，Shatah 
(1982) S. Klainerman &. G. Ponce(1983)! 池 先后 用 更 为 简单 的 方法 证 明 ， 
其 中 后 者 用 局 部 解 的 延 拓 法 ,而 前 者 则 应 用 了 简单 的 压缩 映射 原理 . 在 他 们 的 证 
明 中 均 用 到 波动 方程 的 解 的 L(g 二 2) 范 数 的 衰减 估计 式 . 

a = 1 的 情形 ,相应 于 二 次 非 线性 ,是 非 线性 项 的 Taylor 展开 式 中 的 第 一 个 
非 线性 宕 次 ,因而 是 最 自然 地 出 现 的 . 此 时 上 述 结果 中 对 空间 维 数 的 限制 之 6 
并 不 是 最 佳 的 . S. Klainerman 本 人 在 1985 年 5 利用 动量 . 角 动 量 和 时 - 空 膨胀 
这 些 Lorentz 不 变 算 子 来 代替 通常 的 导数 算 子 建立 了 有 关 的 衰减 估计 ,用 局 部 解 
延 拓 法 ,将 这 一 限制 改进 到 n > 4. 因而 上 述 保证 经 典 解 整体 存在 性 的 表格 变 为 


接 下 来 要 考虑 的 情形 是 w 二 1 及 )= 3. HFF. John(1981)559 已 证 明 下 述 
方程 


[u= u (23) C1. 2..2) 


对 应 于 任何 具 紧 支 集 的 非 平凡 初 值 的 经 典 解 必 在 有 限时 间 内 破裂 ,因此 ,此 时 在 
一 般 情 况 下 不 可 能 期 望 得 到 经 典 解 的 整体 存在 性 ,而 必须 估计 其 生命 跨度 . 在 经 
过 F. John, T. C. Sideris J£ S. Klainerman 等 人 的 一 系列 的 研究 后 ， 
S. Klainerman(1983) ^ , F, John & S. Klainerman(1984) 终于 对 一 般 情 形 
得 到 了 生命 跨度 的 下 述 下 界 估计 : 


Τ(ε) > exp{ae 1), (1. 2. 3) 


其 中 4 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 . 此 时 ,一 般 来 说 虽然 没有 经 典 解 的 整体 存在 
ΗΕ ΗΕ e— 0 时 生命 跨度 T(e) 将 以 指数 方式 增长 , 即 在 > 0 很 小 时 ,生命 跨度 
从 实际 应 用 的 角度 已 相当 大 . 这 样 的 解 他 们 称 之 为 几乎 整体 解 (almost global 
solutions). 
一 步 看 a 二 1 及 n= 二 2 和 a 二 2 及 n= 二 2 的 情况 .对 n= 二 2, M. Kovalyov 

(1987) 中 证 明了 

= blelne)*, a= 1, 

Te) 24 (1. 2. 4) 


exp{ae °), a = 2, 


8 ” 非 线 性 波动 方程 


这 里 a,6 均 为 与 无 关 的 正常 数 .但 在 a = 1 时 上 述 结果 并 不 是 最 佳 的 ,而 可 改 
进 为 
Te) > be 2, a = 1. (1.2. 5) 
这 一 点 L. Hórmander ft fth ifj dt x. (1985) 中 已 经 指出 , 李 大 潜 、 俞 新 后 来 
(1989)55 也 独立 地 得 到 了 这 一 结果 . 
在 n= 二 1 时 ,由 于 可 利用 达 朗 贝尔 公式 ,相对 说 来 是 易于 处 理 的 . 可 以 证 明 


Tle) > be °, Va > 1 整数 ， (1. 2. 6) 


其 中 0 为 与 e πα ον fr 1989)". 
综 上 所 述 ,可 得 下 表 


我 们 指出 ,上 表 中 的 一 切 结果 从 对 于 不 加 任何 附加 限制 的 一 般 非 线 性 项 下 
为 普 适 的 意义 上 说 , 均 已 知 是 最 佳 的 . 
现在 考虑 非 线 性 右 端 项 下 可 明显 依赖 于 w 的 一 般 情形 : 


F — F(u, Du, D,Du). (1.2. 1) 


由 于 对 波动 方程 而 言 , 能 量 估计 只 能 给 出 对 解 的 偏 导 数 的 L^ 范 数 估计 ,而 
不 能 得 到 解 本 身 的 L 范 数 估计 ,此 时 间 题 变 得 复杂 得 多 . 为 了 得 到 生命 跨度 下 
界 的 最 佳 估计 ,需要 对 波动 方程 的 解 本 身 建立 一 些 精细 的 估计 式 . 

对 最 重要 的 情形 a — 1. FARTA RX S 的 共 形 映照 ， 
D. Christodoulou(1986) ZE n > 5 上 且 为 奇数 的 条 件 下 ,首先 证 明 小 初 值 整体 经 
典 解 的 存在 性 . 这 一 要 求 空 间 维 数 为 奇数 的 本 质 限制 于 1987 年 为 李 大 潜 及 陈 韵 
梅 ，* 沾 用 下 面 提出 的 简明 而 统一 的 方法 (整体 迭代 法 ) 所 取消 ,在 nn 及 a 满足 下 
述 条 件 
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时 证 明了 小 初 值 整体 经 典 解 的 存在 唯一 性 . 

下 一 个 应 考察 的 情形 是 a = 1 及 n= 二 4, Fields ἂ 18 E L. Hórmander 
在 比较 仔细 地 分 析 了 李 大 洪 与 陈 韵 梅 上 述 文章 的 结果 和 方法 后 ,证 明了 
(19912113) 

explae ! ), 


TX j| (1.2.8) 
"^55 ss, 327 (Q δ, 0 0, 


而 对 a 二 1 K n = 3 的 情形 ,H. Lindblad(1990) ^* ΠΙΠΙΕΒΗ͂ T 


Τ(ε) 51" K » (1. 2.9) 
εχρίαε ! ), 4$ F,,(0, 0, 0) = 0, 
这 里 a,6 均 为 与 e 无 关 的 正常 数 . 从 他 们 的 结果 可 以 看 出 : 即使 依赖 于 ,但 
RERA w 项 ,在 nn 三 3 时 有 关 生 命 跨 度 的 下 界 估 计 和 下 不 依赖 于 w 的 特殊 情 
况 相 同 . 这 说 明 最 “坏事 ”的 项 是 含 w 的 这 一 项 . 
以 上 给 出 的 在 ”大 3 及 “过 1 时 的 完整 结果 , 亦 可 由 整体 迭代 法 统一 地 得 到 
( 见 李 大 潜 , 俞 新 , 周 忆 [46],[47],[50]) ,列表 如 下 : 


οχρίαε ' d EZ (0, 0, 0)=0 


exp{ae |} 


σοι # F (0, 0, 0)--0 


剩 下 来 情况 的 讨论 ,在 ?2 = 1 K a > 1 时 相对 说 来 比较 简单 ;而 在 nn 二 2 及 
a zl 时 则 比较 复杂 .在 4 二 1 及 a 宇 1 时 ,有 


be 了 ,一般 情况 ; 
TO 24e ,着 | goods = 0; (1. 2, 10) 
δε "3 FFO, 0, 0) = 0, V1 +a < B « 2a, 
KB p ESSE 无 关 的 正常 数 ( 见 李 大 潜 , 俞 新 , 周 忆 [L48],[49]). ME n = 2 
及 a 宇 1 时 ,通过 比较 细致 的 分 别 讨论 ,可 以 得 到 下 述 的 表格 : 
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bee) 


be^ 


be^! να d(ka2dx—0 


L— 


εχρίαε ^), 
be * d; O;F(O0, 0, 0)—0 d 97F(0,0,0) —0 
(B=3,4) 
其 中 a Kb Hg 5 e 无 关 的 正常 数 ,而 e(e) 由 下 式 定义 : 
seez(e)ln(1 十 e(e)) = 1 (1.2, 11) 

( 见 李 大 潜 、 周 忆 [L51]-[L53]). 

我 们 指出 ,所 有 这 些 结果 ,除去 n= 二 4 及 a 二 1 时 由 L，Hé6rmander 得 到 的 下 
述 估计 


Τ(ε) > εκρίαε |} (1.2, 12) 


外 , 均 是 最 佳 的 ,而 上 述 估 计 可 改进 为 [ 见 李 大 洪 , 周 忆 (1995) ,也 见 
H. Lindblad C. D. Sogge(1996)[ 呈 适当 简化 了 的 证 明 ] 


Τ(ε) > εχρίαε 2). (1.2.13) 


且 也 已 证 明 是 最 佳 的 . 

以 上 的 考虑 是 对 非常 一 般 的 非 线 性 右 端 项 下 进行 的 . 在 对 一 般 的 非 线性 右 端 
项 不 能 保证 整体 经 典 解 的 存在 性 的 情况 ,对 某 些 满足 特殊 要 求 的 非 线性 右 端 项 , 特 
别 是 ,在 非 线性 右 端 项 和 波动 算 子 具有 某 种 相 容 性 时 , 仍 有 可 能 得 到 整体 经 典 解 . 

为 保证 整体 经 典 解 的 存在 性 ,一 类 对 非 线性 项 的 附加 要 求 称 为 零 条 件 (Null 
condition) , 它 适用 于 不 少 重要 的 应 用 实例 . 所 谓 零 条 件 ,粗略 地 说 ,是 指 线性 化 
方程 ( 即 齐 次 线性 波动 方程 ) 的 任 一 小 的 平面 波 解 必 为 相应 的 非 线性 方程 ( 即 所 
考察 的 非 线性 波动 方程 ) 的 解 . 例如 说 ， 


Ou = —| V u |” (这 里 V 即 D,) (1.2. 14} 
就 是 一 个 满足 零 条 件 的 非 线 性 波动 方程 . WS]. [6]. [33]. [77 ]. 


$3. 方法 


从 上 述 历史 的 回顾 中 ,可 以 看 到 一 个 完整 的 结果 是 怎样 集中 了 好 些 数学 家 
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的 努力 ,一 步 一 个 脚印 地 经 过 一 个 比较 长 的 过 程 得 到 的 . 以 往 的 一 些 研究 大 多 是 
对 各 种 不 同形 式 的 非 线性 发 展 方程 ,以 及 对 同一 方程 的 各 种 不 同 的 情况 (不 同 的 
空间 维 数 ,不 同 的 a 值 ,特殊 形式 的 下 或 一 般 形式 的 下 ,经 典 解 的 整体 存在 性 或 
生命 跨度 的 估计 ……) 个 别 进行 的 ,在 讨论 中 使 用 了 各 种 各 样 的 方法 . 要 在 已 有 
的 基础 上 构建 理论 的 大 厦 ,必须 首先 清理 这 个 基地 . 结果 发 现 这 种 类 型 的 问题 实 
际 上 可 以 利用 简单 的 压缩 映像 原理 来 统一 地 加 以 处 理 . 这 使 我 们 对 经 典 解 的 整 
体 存 在 性 及 生命 跨度 的 下 界 估计 问题 ,提出 了 一 个 利用 压缩 映像 原理 进行 规范 
化 处 理 的 办 法 , 称 为 整体 迁 代 法 . 它 表 现 为 由 下 面 几 部 分 的 内 容 所 组 成 的 求解 
过 程 : 


线性 问题 解 的 估计 
J 
空间 选择 
J 
压缩 映像 原理 
V 
生命 跨度 下 界 估计 (包括 整体 存在 性 ). 


这 一 求解 框架 ,有 以 下 一 些 明显 的 特点 与 优点 . 

1. 普 适 性 

a. 适用 于 多 种 类 型 的 非 线性 发 展 方程 ,除非 线性 波动 方程 外 ,还 适用 于 非 
线性 热传导 方程 , 非 线性 Schrödinger 方程 以 及 不 少 其 他 的 非 线 性 发 展 方程 和 耦 
合 组 . 

b. 对 非 线性 项 , 除 在 原点 邻 域 中 的 寡 次 1 十 a 外 ,对 其 具体 形式 没有 任何 附 
加 的 限制 . 

c. 将 整体 解 的 存在 性 和 生命 跨度 的 下 界 估计 这 二 者 统一 加 以 处 理 . 

2. 简明 性 

a. 为 对 所 考察 的 非 线 性 发 展 方程 应 用 整体 迭代 法 ,只 需 对 相应 的 线性 化 方 
程 的 解 的 性 质 及 有 关 的 估计 式 ( 主 要 是 衰减 估计 式 , 也 包括 能 量 估 计 式 ) 有 清楚 
的 了 解 和 掌握 ,并 据 此 构造 一 个 适当 的 函数 空间 在 其 中 应 用 压缩 映像 原理 . 一 切 
讨论 均 在 线性 问题 的 基础 上 进行 ,而 直接 得 到 非 线性 情形 的 结果 . 整个 求解 过 程 
十 分 简明 、 清 晰 . 

b. 整个 的 结果 由 空间 维 数 n( 宇 1) 与 a( 宇 1) 之 间 的 一 个 简单 的 关系 来 表 
示 , 而 且 在 不 少 情况 下 可 以 对 n 及 a 的 各 种 情形 统一 地 得 到 结果 . 

c. 使 用 此 方法 的 整个 工作 量 大 体 上 和 证 明 经 典 解 的 局 部 存在 性 相当 . 
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3. 精确 性 
因为 整个 求解 的 框架 建筑 在 对 相应 线性 问题 的 解 的 了 解 基 础 上 ,在 整体 经 
典 解 存在 的 情形 ,所 得 的 解 在 t> 十 se 时 不 折 不 扣 地 保持 着 和 相应 的 线性 问题 
的 解 一 样 的 衰减 率 . 
具体 说 来 ,对 非 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 (1. 1. 13)-(1. 1. 14) ,在 右 端 项 
下 不 明显 依赖 于 的 特殊 情形 [ 见 (1. 2. 1) 式 ], 利 用 整体 迭代 法 可 以 用 统一 而 简 
明 的 方式 证 明 " 
+ eo, = Κι Z= Ts 
Τ(ε) zm4expíae *), Æ Κα --1, CL 1) 
εντ, KK. 


E 


Kus Mme (1.3.2) 


而 a 及 2 为 与 s 无 关 的 正常 数 .这 就 一 下 子 给 出 了 2 中 的 第 一 张 表格 . 
在 下 明显 依赖 于 的 一 般 情 况 [ 见 (1. 2.7) 式 ], 如 前 所 述 ,关键 是 要 对 线性 
波动 方程 的 Cauchy 问题 
| lu — Εἴ, ays (1. 5. 5) 
£= τς χα G, = βία) (1, δν 


的 解 本 身 建立 合适 而 精细 的 估计 式 , 才 能 对 生命 跨度 的 下 界 估计 得 到 精确 的 结 
R. 已 知 有 一 个 关于 解 的 三 范 数 的 估计 式 在 nn 宇 3 时 成 立 , 称 为 Von Wahl 不 等 
式 .把 它 用 到 整体 迭代 法 中 ,就 得 到 了 李 大 潜 , 陈 韵 梅 "关于 整体 存在 性 的 结 
果 ; 但 要 得 到 生命 跨度 下 界 的 精确 估计 ,就 不 够 用 了 . L. Harmander 在 分 析 了 了 
文 [41] 中 的 方法 以 后 ,对 这 个 不 等 式 作 了 一 个 改进 ,从 而 获得 了 在 a 二 1 及 n 二 4 
时 的 生命 跨度 下 界 估计 (1. 2. 12). 李 大 洪 , 俞 新 ”注意 到 波动 方程 的 解 当 上 一 
十 oo 时 在 光 锥 内 部 有 较 大 的 衰减 率 , 将 整个 求解 空间 分 为 两 部 分 来 考虑 ,并 引 
人 一 类 新 的 Banach 空间 ,对 解 的 L° 范 数 建立 了 一 个 新 的 不 等 式 一 一 推广 的 
Von Wahl 不 等 式 , 并 利用 它 到 整体 迭代 法 中 ,统一 而 简便 地 在 n 宇 3 与 4 三 1 时 
的 一 般 情 况 下 得 到 了 由 8 2 中 的 第 二 张 表格 所 示 的 结果 , 即 证 明了 


Jo, E Kl1, 
T) ο. # K = 1, (1.3. 9) 
bET, 3 K=1, 
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其 中 


K= — (1. 3. 6) 


而 a Ko 3] ε 无 关 的 正常 数 ， 

为 了 得 到 n -- 2 时 的 结果 , 则 要 将 前 面 所 述 的 Von Wahl 不 等 式 及 推广 的 
Von Wahl 不 等 式 , 从 1 ΜΩΡΕ 3 L S D 的 情况 ,才能 用 整体 和 迭代 法 得 
到 相应 的 结果 ( 见 L51],[53]). 而 在 ?一 4 及 ce 一 1 时 改进 L. Hórmander 的 估计 
AA. 2.12), 则 需要 更 为 精细 的 估计 ( 见 L55],[L56]). 

可 以 看 出 ,整体 迭代 法 作为 一 个 普 适 性 的 方法 ,在 具体 应 用 时 ,要 和 所 考察 
的 非 线性 发 展 方程 的 线性 化 方程 的 解 的 适当 而 精细 的 估计 式 配 合 起 来 使 用 , 才 
能 得 到 良好 的 结果 . 而 对 线性 问题 的 解 所 建立 的 精细 估计 式 , 本 身 还 具有 独立 的 
意义 ,在 其 他 的 场合 也 可 望 有 进一步 应 用 . 


84. 补充 


将 整体 迭代 法 应 用 于 非 线 性 波动 方程 的 情形 ,结果 已 如 上 述 , 并 将 在 正文 中 
详细 论证 . 尽管 后 面 不 再 涉及 ,这 里 还 是 列举 一 些 将 整体 迭代 法 用 于 其 他 非 线 性 
发 展 方程 时 所 得 的 结果 ,使 读者 可 以 有 一 个 更 为 宏观 的 了 解 . 

对 非 线 性 热传导 方程 的 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 

u, — Au = F(u, Diu, Diu), (1.4. 19 
t= 0 : u = e%(z) Ç 1.4, 25 


的 经 典 解 的 生命 跨度 Te) 的 下 界 估计 ,有 下 述 表 格 ( 见 郑 宋 穆 , 陈 韵 梅 [86]; 李 
大 潜 , 陈 韵 梅 L40],[43]): 


实际 上 ,对 热传导 方程 


u — ^u = 0 CI. 4, 3) 
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的 任 一 解 & = w Gs z), 利用 热 核 表示 式 容 易 证 明 
| ad x) | CO. 07$, VERO, (1. 4. 4) 


其 中 为 一 个 与 + 无 关 的 正常 数 . 与 (1. 1. 20) 式 比较 可 见 , 它 比 波动 方程 的 解 有 
较 大 的 衰减 率 ,从 而 对 非 线 性 热传导 方程 而 言 ,可 以 在 更 多 的 情况 下 有 零 解 的 渐 
近 稳 定性 . 用 整体 迭代 法 可 以 一 下 子 得 到 
+ 56. #K>1, 
Ti) > 4explae °), 车 K = 1, (1. 4, 5) 
δε τς, XSK«l 


其 中 
K = A. (1.4. 6) 
这 就 给 出 了 上 面 整 个 表格 的 内 容 . 
下 面 再 看 具 耗 散 项 的 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
u+u,= Flu, Du, D. Du), (1.4. 7) 
t= 0: u = ef(z), u, = εφία). (1.4.8) 


将 x 视 为 位 移 ,这 里 耗 散 项 u, 的 出 现 也 是 假设 在 振动 过 程 中 有 和 速度 成 正比 的 
阻尼 力 而 得 到 的 . 由 于 有 这 一 耗 散 项 , 解 的 衰减 率 比 普通 波动 方程 的 情形 要 有 所 
提高 . 事实 上 ,(1. 4. 7) 的 线性 化 方程 

uu, 一 0 (1. 4. 9) 


的 任 一 解 u= w Gs z) 有 和 热传导 方程 的 解 同样 的 衰减 估计 (1. 4. 4D ,其 生命 跨 
度 的 下 界 估 计 也 和 热传导 方程 一 样 有 同样 的 公式 (1. 4. 5) 及 相应 的 表格 ( 见 李 亚 
A| 57 D ,而 且 所 给 出 的 结果 均 是 最 佳 的 ( 见 李 大 洪 , 周 忆 [54])， 

对 非 线性 Schrödinger 方程 等 等 ,也 有 相应 的 结果 ,在 此 不 袭 述 了 . 


$5. 内 容 安排 


本 书 共 十 五 章 . 

本 章 ( 第 一 章 ) 为 引言 . 第 二 章 至 第 七 章 除 本 身 具 有 独立 的 意义 外 , 主要 为 后 
面 介绍 本 书 之 基本 结果 与 内 容 作 准备 . 其 中 ,第 二 章 介绍 线性 波动 方程 的 求解 公 
式 , 第 三 章 重点 介绍 一 些 具 衰 减 因 子 的 Sobolev 型 不 等 式 , 第 四 章 对 线性 波动 方 
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程 的 解 建立 各 种 估计 式 ,第 五 章 给 出 关于 乘积 函数 及 复合 函数 的 一 些 估计 式 , 第 
六 章 对 二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 建立 一 般 的 理论 ,而 第 七 章 则 在 一 般 
的 框架 下 将 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 化 为 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 
Cauchy 问题 ,从 而 为 后 文 之 讨论 作 了 必要 的 铺垫 . 

第 八 章 至 第 十 一 章 先后 分 别针 对 一 维 、n( 宇 3) 维 、 二 维 及 四 维 的 情形 ,用 整 
体 和 迭代 法 完整 讨论 了 非 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 经 典 解 的 整体 存在 性 及 生 
命 跨度 下 界 估计 的 问题 ,证 明了 第 一 章 引 言 中 所 预告 的 全 部 结果 . 在 第 十 二 章 中 
重点 讨论 了 零 条 件 ,揭示 了 其 对 非 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 经 典 解 的 整体 存 
在 性 所 带 来 的 积极 影响 ,在 其 基础 上 改进 了 前 几 章 中 的 一 些 结果 . 

第 十 三 章 及 第 十 四 章 通过 对 一 些 典 型 的 例子 建立 的 经 典 解 生命 跨度 的 上 界 
估计 说 明 : 前 面 对 非 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 经 典 解 生命 跨度 的 下 界 估计 
在 普 适 的 意义 下 全 部 是 不 可 改进 的 (Sharpness) ,从 而 整个 理论 已 至 完善 . 

最 后 ,在 第 十 五 章 中 ,举例 说 明 前 述 结果 的 一 些 重 要 应 用 及 推广 . 


这 里 指出 ,在 本 书 中 将 出 现 不 少 的 估计 式 , 其 中 C 或 C;(i = 1, 2,…) 均 表 
示 一 些 正常 数 ,而 不 再 一 一 指明 . 


— == 


第 二 章 
线性 波动 方程 


$1. 解 的 表达 式 


在 本 章 中 ,我 们 考察 下 述 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 : 


EP z = (αι, 


.... 六 5 


u= FU, x). (ty x) € RX R", (2.1.1) 

t = Ü z£ = f(z), u, = gC) I EE R; (2,1, ἃ) 
2 2 

- = z M (2, 1. 9) 
Ot" Ori Ori 


H n 维 波动 算 子 , 而 下 ,了 及 g 为 已 知 的 具有 适当 正规 性 的 函数 . 
根据 释 加 原理 及 据 此 而 得 到 的 Duhamel 原理 ,为 求解 Cauchy 问题 (2. 1. 1)- 
(2. 1. 2) ,只 需求 解 下 述 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 问题 ; 


u = Ù; (t, z) € R X R"; (2.1.4) 
t= Ü t g = 0, u, = gla) 2 € R", (2. 1, δ) 
将 此 问题 的 解 记 为 
w= SQ)g. (2. 1. 6) 
这 里 
SQ»): g ult, -) (2, 1. 7) 


是 一 个 线性 算 子 ,其 具体 的 性 质 反映 了 波动 方程 的 本 质 , 是 本 章 需 要 重点 研究 的 


对 象 . 
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若 已 求 得 Cauchy 问题 (2. 1. 4) - (2. 1. 5) BJ C2. 1. 6) 式 , 则 易 知 Cauchy 
问题 


[ lz:== 0, 0,2 € R X R", (2.1.8) 
t—0:4 fümu-0,5c€ R" (2.1. 9) 
的 解 可 表示 为 
w= ESET (2. 1. 10) 
Ot 


而 非 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 问题 
u= Fit; D: αι 22 € R >x R", (2. 1. 112 


š = () š == Ü, n, = 0, z € R' C2. 1.122 
的 解 则 由 Duhamel 原理 可 表示 为 


= | sc 一 DFdr， Jär. (2.1.13) 
因此 ,一 般 情形 下 波动 方程 的 Cauchy 问题 (2. 1. 1)-(2. 1. 2) 的 解 可 统一 表示 为 
οἱ ΞΞ 2 swp 4-Si)g t ['su- FG. dr. (2. 1. 14) 

0 


另 一 方面 ,Cauchy 问题 (2. 1. 4)- (2. 1. 5) 的 解 也 可 通过 求解 形 如 (2. 1. 8)- 
(2. 1. 9) 或 形 如 (2. 1. 11)-(2. 1. 12) 的 Cauchy 问题 而 得 到 . 事实 上 , 若 已 求 得 
Cauchy 问题 


Dle = 0, G, 2€ R x R°, (3.1. 15) 
T—— = ü, a T (2. 1. 16) 
的 解 v, 则 
" = | ws, Jdr LID 


就 是 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 50 f. 此 外 ,由 (2. 1. 14) 式 易 知 ,下 述 Cauchy 
问题 


Llu = g(a:)ó(t, z), (t, z) € R x R", (2. 1. 18) 


t=—l:u=0, u = 0, zx E R” (2.1. 19) 
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的 解 就 是 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) 的 解 ,其 中 6 为 Dirac 函数 . 
1.1. n < 3 时 解 的 表达 式 
Mn = 1 时 ,一 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1.5) 在 上 过 0 时 的 解 
由 熟知 的 D'Alembert AAAH: 
1 zt 
iles a) em | good». (2. 1. 20) 


` n = 二 2 时 ,二 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 (2. 1. 40-(2. 1. 5) 在 1 宇 0 时 的 解 
由 二 维 Poisson 公式 给 出 : 


ulis pe a i (2.1.2D 


其 中 z= Gr, ἄν)» == (νι» Ys 而 
| y—z |—4 Gi —=,)° + Qu — P. 
X n 一 3 时 ,三 维 波 动 方程 的 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) E t > 0 ΗΠ 
由 三 维 Poisson 公式 给 出 : 


1 
(t, )— = 一 | ( )dS EI (2. 1; 22) 
ΤΉΝ dnt le ey 


HHP r= (αι, Tas X325 M (yis γι. y32» 


| y—2x | 9 / Gr — x + (y, — z) + Os — zi)", 
而 dS, 表示 球面 | y —c |= + 上 的 面积 微 元 . 
公式 (2. 1. 20) - C2. 1. 22) 的 导出 过 程 ,例如 说 ,可 参见 谷 超 豪 、 李 大 洪 等 
[12]. 
从 (2.1.20)-(2.1.22) 式 可 见 , 在 空间 维 数 n < 3 时 ,波动 方程 的 Cauchy 问 
题 (2. 1. 4)-(2. 1.5) 的 解 = ult, z) 的 表达 式 中 只 涉及 g(x) 本 身 , 而 不 涉及 它 
的 导数 . 此 外 ,在 
g(z)— 0, ντε R” (2.1.43) 
时 , 恒 有 
ult, a) cms V G, z) € R x R”, (2. 1. 24) 
HP n = 1, 2 及 3. 这 个 性 质 称 为 基本 解 的 正 性 (参见 注 2. 2). 
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当 nn 宇 4 时 ,基本 解 不 再 具有 正 性 . 这 从 下 面 即 将 推导 的 解 的 表达 式 中 就 可 
JEH. 
1.2. 球面 平均 方法 

从 现在 开始 到 本 节 结 束 恒 假 设 n > 1. 

任意 给 定 一 个 函数 plr) = dn 9 ey 35. Js 记 


hir, r) = —| φ(ν)ά», (2. 1. 25) 
Gr |y—z|=r 


为 在 以 x = Gri y στην αι) 为 中 心 r 为 半径 的 球面 上 的 积分 平均 值 ,其 中 ww K 
示 R" 中 单位 球面 S” 的 面积 ,dS, 为 球面 | y 一 x | 二 + 上 的 面积 微 元 ,而 eur" 
为 此 球面 的 面积 . 易 知 上 式 可 改写 为 


hlz, r) = 二 | dG 4- r£)dos, (2. 1. 26) 
w, 4|8-1 


其 中 do, 为 单位 球面 S” 上 的 面积 微 元 ,而 上 一 E, --». 6,). 

由 上 式 , 原 先 只 对 r>0 定义 的 函数 h(x, 7), 对 r 二 0 也 可 定义 , 目 为 7 {ΠΒ 
ΡΝ Κι. 

ELEC, MW W$ h € C', R. 


Λία, 0) = JG), (2; im 27) 
FAFA Jr 的 偶 函 数 , 有 


δα, 0) = 0; (2. 1. 28) 
Or 


此 外 ,由 (2.1.26) 式 ,有 


Əh Cr, r) - ES " 
Em "dn ὦ, | 225 CHEE do 
= a | - ΣΦ. G--8)4S, 
(σ᾽ [ε|-:Ξ1 “' 
Kp £ = xré, 而 dS 表示 球面 | | 二 + 上 的 面积 微 元 . 于 是 ,由 Green 公式 得 
hz n) _ f Ag0)d4y, diia 06 
Ər wr” ---- 


其 中 
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e e 
pass, (2. 1. 30) 
A O3) ar 
Ἂ n ΜΕ Laplace 算 子 . 
将 (2. 1. 29) 式 关于 > 求 导 一 次 ,并 再 一 次 利用 (2. 1. 29) 式 ,就 得 到 
Or, r) n—1 
= Agly)d 
Ər” UR epay 
+ | Ads, 
Wr |y=x|=r 
π-- 1 Əh(x, r) 
B r Or 
1 
+ =l A%0)45,. (2. 1. 31) 
eur [yz|=r 
另 一 方面 ,由 (2. 1. 26) 式 ,有 
Ash, r) = AN Ge + r£)do; 
w, 5 [8-1 
1 
E | Ay(y)dS,, ( 1. 325 
(0 |y—z|=r 


n 


这 里 八 , KIXI x 的 Laplace 算 子 [参见 (2. 1. 30) 式 |]. 
联合 (2. 1. 31)-(2. 1. 32) 式 ,并 注意 到 (2. 1. 27)-(2. 1. 28) 式 ,就 得 到 如 下 的 
引 理 1.1 设 Wz) EC , 则 其 球面 平均 函数 h(x,r) € C^, 且 满 足 如 下 的 
Darboux 方程 


Ohr, r) 1 n—1 ƏñAh (x, r) 


ap ` ap = Ah (a, r) (2. 1, 38) 

及 初始 条 件 
ος (2. 1.34) 

特别 取 
φαν 5, xm) = PG) (2. 1. 35) 


为 仅 依赖 于 X 、 而 与 X25. 7t. Éa 无 关 的 函数 . 可 以 证 明 , 其 球面 平均 AAA FE 
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@,_1 


hia, rì = 


[ SG, -- rp) (0 — T dz, (2. 1. 36) 
^ —1 
JKocp.Xon—2Hp.e, ;之 值 取 为 2, 即 人 为 地 规定 Wi 一 2, 下 同 . 这 一 规定 和 利用 
本 章 (2.4.7) RÆ n = 2 时 导出 的 o, 值 是 一 致 的 . 

事实 上 ,由 (2. 1. 26) 式 易 得 


και, r) = --- φία-ν)ά5 
* 2 ly|=r 
1 ðf 


παμε | SG dy. (2. 1. 37) 


eur"! Ər 
注意 到 (2. 1. 35) 式 ,此 时 有 


ο yay = | ῥία, +A)dàd5, 


2 == š 
+y S 


[να Εάν 


=e, |. ,Hm +OP dade 


App er 
2 


ΠΠ; . 
=s | αλ) G 2) do, 


从 而 易 知 


9 


al, -+ dy 


n3 


= | Ῥζοι t AT aa 
1 EE 
= arf φίαι 4- rpg) A)T dp. 
一 1 
这 样 ,由 (2. 1. 37) 式 就 证 明了 (2. 1. 36) 式 . 


由 (2. 1. 36) 式 给 出 的 球面 平均 函数 Ce. 让 只 依赖 于 z, 及 ,因此 ,相应 的 
Darboux 方程 (2. 1. 33) 此 时 化 为 
eu n—1 Əh e 


| = " (2. 1. 38) 
ar τ. Or Si 
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而 
1 n—3 

ui Ξ- i $a tra y? dp. (2. 1. 395 

θα] w, »-ι 
在 (2. 1. 38)-(2. 1. 39) 式 中 令 x, = 0, 就 得 到 

引 理 1.2 ik 
1 ni 
hy = 2f Siu — py dy, (2. 1. 40) 
C, —1 

则 成 立 


h"(r) 十 «κ, ο δν = 2e f Prae) T da. (2.1.41) 
r w, 4-1 
现在 将 上 述 结果 用 于 求解 波动 方程 的 Cauchy 问题 . 
dX v = vlt, z) 为 Cauchy 问题 (2. 1. 15)-(2. 1.16) 的 解 . 易 知 v 是 t RB ERI 
数 . 令 


1 m3 
Qp C T) = Te [ vlry, x)(1 一刀) dp. (2, 1.42) 
w 1 


n 


H α WHAK, 5| E 1. 2 并 利用 方程 (2. 1. 15) ,可 得 


wr, r) £ n—1 Əx (x, r) 
Ər? r Ər 


Ou š $ 223. 
2f rn, E a qa 
一 1 


ω 


x: 2af Auv(rp, DU—PT dp 
w, 4-1 
= Aw (=, r), 
E|] w = vo (z, τ) 满足 Darboux Jj f£ (2. 1. 33). 同时 ,由 (2. 1. 16) 式 ,并 注意 到 在 
(2. 1. 36) 式 中 特 取 $8 志 1( 从 而 其 球面 平均 hh 二 1) 有 


Wyl 1 yj Et: 
2af (1— g) z dg = 1, (2. 1, 43) 
w, 4-ι 


易 知 


Ow 


= Ü, 2. 1. 44 
Ər ( ) 


# = Ú t xo gG), 


第 二 章 


线性 波动 方程 23 


这 样 , 由 引 理 1. 1 就 得 到 


w(x, r) = 一 | σία + rë )day,, 
w, 5 |ë|=1 


(2. 1. 45) 


联合 (2. 1. 42) (2. 1. 45) 式 ,并 注意 到 wv 是 zt 的 偶 函 数 ,就 得 到 


2w 


|#|=1 


n 


1 n—3 
d ge, d) τι μ da — --| τα das, 
w 0 c, 


(2. 1. 46) 


(2. 1. 46) 式 是 Cauchy 问题 (2. 1. 15)-(2. 1. 160 Bf o — vlt, z) 所 应 满足 
的 一 个 积分 方程 .因此 ,可 以 通过 对 (2. 1. 46) 式 进行 反 演 ,来 求解 Cauchy 问题 


(2. 1. 15)-(2. 1. 16). 
在 (2. 1.46) 中 作 变 量 代 换 


P =s, rp = Jc, 

并 简 记 

1 

Ως:. n) = | σία -Γγξ)άω,, 

w, ν |&|=1 

就 得 到 
| = - 6)” de = sT Qus, zx). 
暂时 略 去 对 zx 的 依赖 性 , 记 
ww 
Jo 


(2. 1. 49) 式 可 改写 为 


| yD G — a) ds = wG. 
ω 0 


n 


(2. 1.475 


(2. 1. 48) 


(2. 1. 49) 


(2. 1. 50) 


(2. 1. 51) 


下 面 我 们 将 通过 求解 积分 方程 (2. 1. 51) ,来 导出 nC DAZEUESIIT Cauchy 


问题 的 解 的 表达 式 . 
1.3. n (二 1) 为 奇数 时 解 的 表达 式 


元 一世 
2 


M nC 1) 5388, 


为 非 负 整数 ,在 (2. 1. 51) 式 两 端 求 


n—1 


2 


阶 导数 ， 
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就 可 立即 解 出 
2 dy | 
χ() = + -) wis 

η h 

从 而 注意 到 (2. 1. 50) 式 ,有 
DES _ ( n ) G7 QWs, x». 
Js " ( n—3 ) ds 
n—1 2 3 


fk EXP s= £, 就 得 到 Cauchy 问题 (2. 1. 15)-(2. 1. 16) 的 解 为 


1 


Di 


) Q" QG, x». 


v(t, 2) = 


W, ( ] 28 
= 9 
«ΕΙ 2t Ot 

(1. r)€ R x R”. 


青 利用 本 章 附 录 ( ἃ 4) 中 的 定理 Δ. 1, 即 


ος 
21? 


r(7) 


上 式 又 可 写 为 


) «Qa. z), 


Υπ A 
r (2) . 2t Ot 
3 
G,r)€ R x R". 
最 后 ,利用 (2. 1. 17) 式 ,就 可 得 到 下 述 的 


《此 


(2. 1. 


(2. 1. 


定理 1.1 31 nC—D X 3 XS , Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) 89 ΑΧ 


Ba a 
u(t, α) = ὑπ ( 1 ==) 0 QC, x), 
2 (2) 2t Ot 
2 
其 中 
Qu. ———| gated 
ω |£ ο. 


n 


(2. 1. 


(2. 1. 


.93) 


54) 


99) 


56) 


57) 


58) 
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在 定理 1. 1 中 特别 取 n 一 3, 并 注意 到 w = Ar P(A)= Va, 就 立刻 得 到 
三 维 情 形 的 Poisson 公式 (2. 1. 22). 
1.4. n( 宇 2) 为 偶数 时 解 的 表达 式 


当 n( 宇 2) 为 偶数 时 ,为 得 到 Cauchy 问题 (2. 1. 4)- (2. 1.5) 的 解 u = 
ult, z), 可 人 为 地 增加 一 个 自 变量 α, ;1; 而 将 4 视 为 下 述 Cauchy 问题 


ju = 0, (2, 1. 59) 


n+ 


¿= 0s # = Ü, y = βία (2. 1. 60) 
的 解 , 其 中 t= [s RES ΕΠΗ ΠΠ 
e e -" Θ᾽ 


up - (2, 1.61) 
Ət” Ori Or, 
为 ntl 维 波动 算 子 . 
对 Cauchy 问题 (2. 1. 59)-(2. 1. 60) 应 用 定理 1. 1, 就 得 到 
= 
ο ο ο eeu y, ALD 
zr( n4-1 ) 2t Ot 
2 
其 中 
Oh a) = J sus μερικα, dep. ζὰ 1.98) 
O, 4 I [2x1 


iij Ε΄ = (ë, Sa) == C m "mt 9 M Ead. 
wy’ = Cy, ρα 易 见 


ὃν, ate! | κα )dS, 
νι Ë ET Ë 
1 9 [ ; 
= 二 二 ( )d 
uos ο μες. 
1 | s ; T 1 
i NET Ot 5 [yl — um d dud a 82 
2 9 
= z] Vi —| y 'gG y)dy 
0, 11 Ot ys 
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2 | βία --ν) 4 
y| <: 


eua s £ —| y |° 
— -| E iy (2. 1. 64) 
pt" ls P) y— <= |° 


这 样 , 利 用 本 章 附 录 ( 总 ) 中 的 (2. 4.7) 式 , 即 


VT， (2. 1. 65) 


我 们 就 得 到 
定理 1.2 3 7( 三 2) 为 偶数 时 ,Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) 的 解 为 
1-2 
Ə X > 
uk, 2) e —À (4. —) Rü, as (2. 1. 66) 
ο τ(-) 2t Ot 
TY 
其 中 
RG, z) =Í ——— (3. 1. 67) 


|y—=z|<t Vr —| yc [^ 


在 定理 1.2 中 特别 取 n = 2, 并 注意 到 o, — 2r,， 就 立刻 得 到 二 维 情形 的 
Poisson 公式 (2. 1. 21). 
S 1.2-》$1.4 中 的 结果 ,可 参见 柯 朗 , 希 尔 伯 特 [7]. 


$2. 基本 解 的 表达 式 


下 述 波动 方程 的 Cauchy 问题 
L IE —0, ζει z) € Rix R”, (2. δ. 1) 
PO:E—OQE -- δα), κε BR (9, 1 


的 广义 函数 解 EE = EG, z), 称 为 波动 算 子 的 基本 解 . 1E (2. 2. 2) 式 中 ,6(x) 为 
Dirac 函数 . 

显然 , 求 得 了 基本 解 玉 二 E(t, x), 波动 方程 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) 
的 解 就 可 表达 为 
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S(t)g = EG, 2*g, Vt— 0, (2. 2. 3) 


这 里 * 表示 广义 函数 的 卷 积 . 

反之 ,车 存在 一 个 广义 函数 琅 使 (2.2. 3) 式 对 任意 给 定 的 函数 g 成 立 , 则 E 
一 定 是 波动 算 子 的 基本 解 . 

下 面 我 们 来 导出 波动 算 子 基本 解 的 表达 式 . 

对 任意 给 定 的 a — 0, 定义 函数 


ag 
» προ... mo wmm 2 -- Ὁ. 
αν = mask, ΤῸ Τα {11 (3. 2. 4) 
Γζα + 1) 
0, y se 0. 
χι) y 的 连续 图 数 , 其 支 集 为 (y . 易 知 ,在 a>0 时 成 立 
pari " (y) — 3t 0}. (2.2.5) 
dy 


由 于 连续 函数 在 广义 函数 的 意义 下 可 以 不 断 求 导 ,利用 上 式 可 在 a < 0 时 在 广 
义 函 数 的 范畴 内 归纳 地 定义 兴 (y). 这 样 ,对 任意 给 定 的 实数 4, 都 可 以 定义 函数 
χι O), HE fE C (y 三 0). 易 知 ,Xi (ν) Ἐξ ν {Πα 次 齐 次 函数 ,是 


sing suppXi © (y = 0), (2. 2. 6) 
这 里 sing supp 表示 广义 函数 的 奇 支 集 . 
特别 ,我 们 有 
x Le cR (y) = Hy), (2. 2. 7) 
dy 
这 里 
ls 0, 
Hum (2. 2. 8) 
0. y < 0 
为 Heaviside PRX. 从 而 
χι 0) = d ο (y) = Ó(y). (2. 2.9) 
dy 


ΠΠ 


5 d =] (y) = E (2. 2. 10) 
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定理 2.1 n( 实 1) 维 波动 算 子 的 基本 解 为 


Et, zy =— ες (ë —| x |°). (2. 2. 11) 
2m E 
证 我们 只 需 验 证 (2. 2. 3) 式 . 
3 n=] 时 ,由 (2. 2. 11) 并 注意 到 (2. 2.7) 式 ,有 


Ett, oxg- [nc | r— y |DgCGp)dy 


= [ue | z— y DgCGody 


Fl 
=> eor 
Bi aa 


-[ ad 
τ 2 mn > » 


由 D'Alembert 公式 (2 1. 20) ,这 就 证 明了 nn -- 1 时 的 (2. 2. 05. 
3 2 2) 为 偶数 时 ,注意 到 由 (2. 2. 10) 式 有 


E 1 góp 
2 (E — P 2y = — d ° 
χι SLE: = Τε x= ui y 
从 而 由 定理 1. 2 并 注意 到 (2. 1. 55) 式 ,就 有 
υπ 1 9 EN — γρ 2 
Sc» = NET ($3) αὐ e- κε) 
c, 2 
ες ong 
203 
LEG; .) x g, 


即 (2. 2. 3) 式 在 nC 2 Ἂ BUT jv 
M n C3) ΑΝ HERES C. 2.9) 式 有 


5 x! elg 
= [a -| x— y [DgGDdy 


= [aa z » tta. l ndy 
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| 
= faza] z—5 gtis 


1 
= δ 
; Jo Less kaqa 


li 
= dS 
2t ae al 
iP 
: | sc+eedw， 
从 而 由 定理 1. 1 并 注意 到 (2. 1. 55) 式 ,就 有 
VT 1 9 ES ;—1 2 z 
Sig = VET [5 a] Gi G-|- |2) xg 
C, 2 
Vr 0x à 
dx rc E =]: Ptg 
Ti 
=E; =) 18; 


即 (2. 2. 3) 式 在 n( 宇 3) 为 奇数 时 亦 成 立 . 

定理 2.1 证 毕 . 

注 2.1 注意 到 (2. 2.9) 式 及 (2. 2.5) 式 ,由 定理 2.1 易 知 : 3 nC E 
ΑΚ. ΑΛΑ EG, x) 的 支 集 为 特征 锥 面 [| x | 二 

注 2.2 由 定理 2.1, 易 知 波动 算 子 的 基本 解 ,在 n 二 ] 时 为 


|z |<, 
EG, z) =4 A (2. 2, 12) 
0, || z |> t 
£ n = 2 时 为 
] 
== | 
EG, z) —4 2z// É —| x |° (2. 2. 13) 
0, | ac =, 


ΒΡ r= (s Z); MÆ n = 3 时 为 
óC| x |— 1) 


4n | x | 


AP r= Gs.» αι). 这 和 由 (2.1.20)-(2.1.22) 所 示 的 结果 吻合 ,同时 也 直 


E(t, x) = , (2. 2. 14) 
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接 说 明了 在 8$1. 1 PRHE n= 1,2 及 3 时 基本 解 的 正 性 . 
$3. Fourier 变 


线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 的 解 还 可 以 通过 Fourier 变换 来 求 得 . 
在 Cauchy 问题 (2. 1. 4)-(2. 1. 5) 中 关于 变量 x fE Fourier 变换 ,就 得 到 


ü, (t, €) 十 | £ F aÇ, E = 0, (2.3. 1) 


£= 0 * & — Ü, ἃ, = (5), (2. 3. 2) 


其 中 及 8 分 别 表示 及 g BJ Fourier 变换 . 将 & 视 为 参数 ,求解 上 述 常 微分 方程 
的 Cauchy 问题 ,立刻 可 得 


sinC| £ | z) a. 


uh, EJ = | Ε| 


(2. 3. 3) 


再 利用 (2. 1. 14) 式 ,就 得 到 下 述 
定理 3.1 ku 一 & (t, α) 为 波动 方程 的 Cauchy 问题 (3. 1. 1)-(3. 1. 2) 的 
解 , 则 Τα Fourier 变换 为 


sin(| Z| z) . 
ΓΕ -- gO» 


FC, &)dr. (2. 3. 4) 


ü(t, €) = cos(| £ | £) FE) + 


t sin(| £| (ε--τ)) 
+f ; A 
今后 ,我 们 将 利用 定理 3. 1 来 建立 有 关 波 动 方程 Cauchy 问题 的 解 的 一 些 估 
ΩΝ. 


84. 附录 一 一 单位 球面 的 面积 


CLIP PROCHE Γαζλε ΧΟΠ S D: 


IX2) = | red, Yz O0. (2.4. 1) 
成 立 

[T[T(z+ 1) = zT(z), Vz=> 0, C2. 4.2) 
H z XER% 


T(z-4-1) = zl. (2, 4. 8) 


此 外 
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1 
ra -1Zr(4)- vx. (2. 4. 4) 
2 
B 函数 则 定义 为 ( 见 [8]) 
1 
B(p, q) = | z (1 一 过 9 dr, Vp, q7»0, (2.4, 5) 
并 成 立 


Γ(φ}Γ(ᾳ) 
BC 9 ) == . 
Peg Ner 


在 下 面 的 运算 中 令 α = μ᾽, 并 注意 到 (2. 4. 6) 及 (2. 4. 4) E n >— 1 时 就 有 


(2.4.6) 
2-3 1 and 

[ αμ da = 2] yT ga 

- ϱ 


1 n-à 
== | aid — zx)? dx 
0 


— Wm 
ir; 
xil [r( ο ο ο 于 是 ,注意 到 ww — 2r, 有 


YET 


(2. 4. 7) 


Ja, = x TOD) = 2πὂ, 
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从 而 得 到 下 述 
定理 4.1 n( 汪 1) 维 空间 RR 中 的 单位 球面 S”! 的 面积 为 


(2.4.8) 


第 三 章 


HFA THY Sobolev 型 不 等 式 


$1. 预备 事项 


在 本 章 中 要 建立 具 衰减 因子 的 Sobolev 型 不 等 式 . 其 关键 是 考虑 到 波动 算 
子 的 Lorentz 不 变性 ,引入 一 组 一 阶 偏 微分 算 子 来 代替 普通 的 求 导 运算 (参见 
S. Klainerman| 32 |). 

为 说 明 这 一 点 , 记 


To = t, T= (T1; ct αρ), ESME 
并 在 无 特殊 说 明 的 情况 下 ,对 有 关 字 母 作 为 上 下 标 时 的 取 值 范围 作 如 下 的 约定 : 
a, b, ον "=0, 1, m (3.1.2) 
is ἦν k, == 1, “u n. (3. 1. 8) 
引入 Lorentz 度 规 
ητ- Gf, 550.15 = diagi— l, 1, =, 1), (3. 1. 4) 
并 记 

8, — 8 = Ee G=1, =, n), (3. 1. 5) 

T E n 维 波动 算 子 可 写 为 
O 2— 548,8, = οἱ — 8l  .. —&. (3. 1. 6) 


这 里 及 今后 约定 重复 的 上 下 指标 表示 求 和 ,于 是 


ᾖ'9.8, = = > aa, 
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引入 如 下 的 一 阶 偏 微 分 算 子 : 
a = 359; Epy — Me Ca 0 — 0, um INE fi)5 


L, -- 7^ x5, == t9, +z; 十 SER 3-349, * 
ge Oa 9s "et 9,) = (—9,, Os Voi: 9,)， 


9, —D, = (J; ws Ys 
它们 将 在 今后 的 讨论 中 起 重要 的 作用 . 由 (3. 1.7) 式 ,特别 地 ,有 


Q. 


ij 


= xð; Zij9; = Ω, G, j = 1, bise. n), 


J 


Ei. dede. ὥς ντος οὗ, 
id 
O, = (Q; )i<;<;<n° 
Q= My NR 
L= (Lo, LL). 
0, = ία, 8). 
Q = (Q, L) = (Q, L), 
De. Lo D = t@L, L, Ə5 = 3 


(3. 1. 7) 


(3. 1. 8) 


(3. 1. 9) 


(3. 1. 


(8. 1. 
(3. 1. 


(3, 1. 


10) 


» 11) 


.12) 


17) 


18) 


为 今后 的 需要 ,对 由 这 些 一 阶 偏 微分 算 子 构成 的 集合 ,下 面 给 出 其 所 具有 的 一 些 


简单 而 重要 的 性 质 . 
1.1. 换 位 关系 式 
引 理 1.1 如 下 的 换 位 关系 式 成 立 : 
[3,, 9,]--ο, 
Cao Qa] = F Qaa 4-1 0, — 1" 0, — f° ra 
[Las (Qa ] =, 
CAs 9.] = 9, — 49,» 

[πο Ə,] =—Ə,, 

[εν ] 表 示 Poisson 括号 , 即 


ζῶν 1, 
(8. 1. 


(8. |. 


19) 
20) 


21) 


C3. 1.22) 


(8. 1.232 
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ΓΑ. B] = AB — BA. (3. 1. 24) 
WE 〈3. 1. 19) 式 的 成 立 是 显然 的 . 为 证 明 其 余 的 换 位 关系 式 ,首先 指出 恒 有 
μου = H Y (a, Db = Üy, 1, UN (3.1.25) 


于 是 


[Ων , Qal 
= Qu 04 — Qa Quo 
= (x0, —2,9,) (r9, — x0.) 
— (x9, — x49.) Cr,O, — x40,) 
Ti (DEO — x, (O47,)9, — 1, (9,17,)9, 4- x, (9411,29, 
— x, (94429, H x, Oxa), x, (9,7,)9, — r4 (9,2209, 
= f x,a — (^x 9, — F x,9, + 11^ x9, 
— (f^ x. 8, + f x9, + f^ r,9, — z Ə, 
= qd" G9, — £401) + 1f" Grj9, — x,9,) 
— 11" (x,9, — 1,9,) — f Gr9,4 — r49,) 
= F 02 0, — P 0,— 1 04; 
这 就 是 (3. 1. 200 XX. 


[1ο» Q4] 
= Let, — Go 
-- ῃ΄.,Θ,(α.θ, —x,9,) 一 (9 —x,Ə,) xO, 
= f x (9,r,)9, — x, 1^ (Ə,x.)Ə, 
— f x (Ə,x,)Ə, Γαιη (9,7,)9, 
«κα λα 
= xz,Ə, —x,Ə, —z,Ə, +x,Ə, = 0, 
这 就 是 (3. 1.201. 
ου. Z] = (14,9, —9,0, 
= (r,0, — m,Ə,)Ə, — Ə.(z,Ə, — x,9,) 
—— (8,1,)9, + (Əx,)Ə, = 38, — Τι. 


| 


这 就 是 (3. 1. 22 ) 式 . 
最 后 ， 


[L, , 9, ] = L,9, —Ə, L; 
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= Of r31), — 9, Of x9.) 
一 一 六 (ez.)9, —— 0, ——9,, 


这 就 是 (3. 1. 23) 式 . 
引 理 1. 1 证 毕 . 


利用 数学 归纳 法 ,由 (3. 1. 22)-(3. 1. 23) 式 易 得 如 下 的 
推论 1.1 对 任意 给 定 的 多 重 指标 & 二 (ki， 
[ 9, . Γ΄] = b» Ay TD 


上 入 II 一 1 


..., Radu 成 立 


= > A,DI' (a=0,1,.,n), (3. 1. 26) 
llk|—l < 

其 中 | k | — δι dot Ro 表示 集合 械 中 的 偏 微分 算 子 的 数目 : I'= (Γι: "et. 

T3. 


I* — Té p, 


D- (5 ; Ba. ptt, a J, (3. 1. 27) 


n 


i-(.- 


S432$43835.1i|— 4-74, ARA, X ὰκ. 
1.2. 空间 L"*(R") 


首先 引入 空间 L^ * (RD)( 这 是 在 李 大 洪 , 俞 新 L45],L46] 中 首先 引入 的 ). 
ἜΝΙ.Ι. 5 


gie. 8 DE elo oo, Ισ. (3 L 28) 


JKoPr=|z|, E= (E =, E εδ (8 为 R" 中 的 单位 球面 : | € |— 1), 
1< p, qK, Πε f = f( € LR), 并 装配 以 范 数 


def. an 
| f | Lg — | fCGë)r ? | L’ (0, 4o; L* (S ))。 


(3. 1. 29) 
HI (3. 1. 28)-(3. 1. 20D X, YE 1 < p, q —- oo BJ, Ἢ 


εἷς 


Πο μα. 


Jb. 


E "EUN | /σ6) |l'de,) rdr)’ 


, 
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其 中 dw 3 S" EWER TE 1 < p <+ eco, q —4- oo 时 ,有 


2 


μμ. (| | FCE) || £n r7! dr) 
- (gs ay ty 
0 = 
E p =+, m 1 < q —+ e° Bf, 有 
| f | py = ess sup | ZG) || pem, 
Oxir« oo 
ET 


— ess sup(] | fG) |"dw:) i 


0<r<ocə° 
HE p = q = 十 ce 时 , 则 有 
|Z || => a = ess sup | fré) |= ess sup | f) |. 
m z€ R“ 
3|38 1.2. 装配 以 范 数 (3. 1. 29) , L^ * (OR) 4 — A Banach 空间 . 此 外 ,在 
p =q 时 ,L”**(R") 即 为 通常 的 L*(R") 空 间 : 
Los Rn) = LAOR) (8. 1. 30) 
从 上 述 可 见 ,L**(R”) 是 在 径 向 为 L* 、 而 在 球面 上 为 二 的 空间 , 它 将 在 今 
后 的 讨论 中 起 着 重要 的 作用 . 


1.3. 广义 Sobolev 范 数 


由 引 理 1. 1, 对 一 阶 偏 微分 算 子 的 集合 Q, Ω.Ω., 9 及 械 中 的 任何 一 个 ,其 
元 素 均 可 张 成 一 个 李 代数 , 即 其 中 任意 两 个 算 子 的 换 位 算 子 必 可 表示 为 该 集合 
中 算 子 的 常 系数 线性 组 合 . 由 此 ,可 以 利用 这 些 偏 微分 算 子 代替 通常 的 求 导 算 
子 , 来 构成 相应 的 广义 Sobolev 范 数 . 
以 A= (Acic 表示 算 子 集合 Q,, Q,0.，9 及 工 中 的 任意 一 个 集合 ,对 于 
任何 使 下 式 右 端 所 出 现 的 范 数 有 意义 的 函数 = ult, x), 可 用 
[es τὸ Nai, s,s = >) AG -) [|a εδ (48.1.81 


| E] CN 
及 
| πε. ) | A, Ñ, φ ~ | ult, D | A.N, p. p ° Vt — 0 (3. 1Η 32) 


来 定义 其 相应 的 广义 Sobolev 范 数 ,其 中 N 为 任 一 非 负 整数 , k= (ἐν, »', kO 
为 多 重 指标 , |k |= ki EI A* = Ah AS, 
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特别 地 ,由 于 集合 Q, IO, 中 的 算 子 只 含 对 空间 变量 z 的 偏 导数 ,对 其 中 任 
意 给 定 的 一 个 集合 A, 亦 可 对 只 含 自 变量 x 的 函数 = ul), 用 
πο. = Ὁ) | ο (3. 1. 33) 
|k|<N 
及 
| ul) | AN. p — | uC) | A. N. P. P (9. 1. 34} 


来 定义 相应 的 广义 Sobolev 范 数 . _ 

由 算 子 集合 0.,0,0.，0 及 工 的 李 代数 性 质 ,对 于 上 面 定义 的 广义 Sobolev 
范 数 , 集 合 A 中 算 子 的 不 同 排列 次 序 均 对 应 于 等 价 的 范 数 ,而 且 对 (3. 1. 31)- 
(3. 1. 32) 所 示 的 范 数 , 其 等 价 性 对 上 还 是 一 致 的 . 因此 , 算 子 的 不 同 排列 次 序 对 
范 数 的 定义 不 发 生 任何 实质 性 的 影响 ， 

具体 地 说 , 若 以 A = (Acic 表示 同一 算 子 集合 4A = (Acic 仅 改 变 
了 其 中 算 子 的 排列 次 序 , 就 有 

Οι || u 2 || À, CAES || gG J |Z. 8 pa 
= O aie aw aos VEZ (3. 1. 35) 

等 等 ,其 中 ολο HS u = ut, z) MERAK t HERRE 36 ἄχ. 

特别 取 算 子 集 合 A 为 了 下, 就 得 到 相应 的 广义 Sobolev 范 数 
| us πο νι ει lut ww 由 推论 1.1, 我 们 有 

引 理 1.3 ”对 任意 给 定 的 整数 N 0, 成 立 


cl Dus 2 liu < 22 ll DI*uG, 2 ltr, 
||  N 
< C | DuG, 2 || pw p 8220, (3. 1. 36) 
ΑβΡ]ςρ,ςς οσο C 为 与 u(t, Xx) 的 选取 及 1 均 无 关 的 正常 数 . 
1.4. 与 波动 算 子 的 交换 性 


现在 证 明 偏 微分 算 子 集合 中 的 一 切 算 子 除 L, 外 均 与 波动 算 子 口 可 交 
换 ,而 Le 与 波动 算 子 口 的 换 位 算 子 也 只 是 口 的 一 个 放大 . 换言之 ,我 们 要 证 明 
引 理 1.4 下 述 换 位 关系 式 成 立 ， 


Eas L1] = 0, (3. 1. 37) 


[Ro L1] D (3. 1. 38) 


[Ls L1] =— 2[ 1. C3. 1.39) 
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证 〈3. 1. 37) 式 的 成 立 是 显然 的 . 注意 到 (3. 1. 6)-(3. 1. 8) & C3. 1. 25) 式 ， 
我 们 有 
LT 三 总 加 一 口 &5 

= 1*929, (x9, — BO) — (x9, — Bs) 1^9, 

= f'a [(9,7,)9, ] + 1" axa), 
ss ῇ΄Θ,| (9,7,)9, ] mm η΄ (91, 9,0, 

ας η΄ 7” 969, 4- η΄ η" 9,9, E η΄ η 969, 
= η΄η”Θ,Θ, 

= 0 


[L,, L1] = L,L] —L IL, 
= {΄9,Θ,(ἠ΄.,Θ)) -- 1" r,9,Gf^9,9,) 
= {΄η”Θ,[(Θ.α,}9,]1- 1^1 (94,99, 
= df'1 1^9, + 117 1*9, 
= 21f^9,9, —— 20. 
这 分 别 是 (3. 1. 38) (3. 1. 39) 式 . 
引 理 1. 4 证 毕 . 


由 引 理 1. 4 并 利用 数学 归纳 法 ,就 可 以 容易 地 得 到 
引 理 1.5 对 任何 多 重 指标 k = (kis ts ka), 成 立 


[i €» SJ (3. 1. 40) 


Hi] s | 一 
PP i= Gs =, k) 为 多 重 指标 ,By AE 
1.5. 用 极 坐标 下 的 导数 表示 通常 坐标 下 的 导数 


在 任 一 以 原点 为 心 的 球面 上 ,由 (3. 1. 13) 式 所 给 定 的 集合 Q, 是 一 组 完备 

的 切 边 微分 算 子 . 事实 上 ,此 球面 上 的 任 一 点 工 = (zi, στην αι) 处 的 外 法 线 方向 
A Gn $ tts La) o 从 而 在 此 点 的 微分 算 子 

S ed AEA, (3. 1. 41) 

给 出 沿 此 球面 的 切 空 间 上 方向 (0， CE - Wy" 0, ica 0, B 0, ss 0) 8377 [8] SP 

数 ,而 且 这 些 切 方向 显然 可 以 张 成 球面 在 此 点 的 整个 切 空间 ,因此 ,集合 Q, XE 
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同 径 向 导数 
d = SY Q (r=| α |) (3. 1. 42) 
Y i=1 
可 视 为 在 极 坐标 下 的 导数 . 


为 了 用 极 坐标 下 的 导数 来 表示 通常 坐标 下 的 导数 ,用 z; RG. 1. 41) 式 的 两 
端 并 对 i 作 和 ,注意 到 (3. 1. 42) 式 ,就 有 


αμα, = r8, — rz ð,, 
i=l 
从 而 得 到 
a = E (1x0 r8.) (2 == s "ET n). (3. 1. 43) 
Ja 


5318 1.6 下 述 换 位 关系 式 成 立 : 


[a, 8,] = le, ----9,, (3. 1. 44) 
F 7 
[9,, rð,] = 8,, (3. 1. 45) 
[Ω,. 3] = 0, (3. 1. 46) 
[ Q; , ra] = 0. (3. 1. 47) 
证 ”注意 到 = = - G = 1, =, n), 由 (3.1.42) 式 ,有 


n n 
» ὃν α y gh s 
- j 3 J 
jei Τ j=1 T 
1 X; 
αὐ... NE a 
r r 


其 中 ὃ, H Kronecker 记号 . 这 就 是 (3. 1. 445 5X. 类 似 地 ,可 得 (3. 1. 45) 式 . 
又 由 (3. 1. 11) 式 ,并 利用 已 得 到 的 (3. 1. 44) 式 ,就 有 


ζω, .6,]-- (ιο, — rj9,)0, --9.(α,Θ, -ᾱθι) 


X des 
G zi[9 . Ἡ]-- zl o; , Θ,] = PR ES P 


这 就 是 (3. 1. 460 X. 类 似 地 ,利用 已 得 到 的 (3. 1. 45) 式 ,可 得 (3. 1. 47) 式 . 


现在 证 明 下 述 的 
引 理 1.7 对 任意 给 定 的 多 重 指标 a(| a |> 0), 成 立 


| Dula) [Cr > σοι) |, (8. 1. 48) 


0<k&+|B| < [αἱ 
其 中 r= 二 | xz |Z 0,83 Eli m CA- 35 u 及 与 x 均 无 关 的 正常 数 . 
注 1.1 注意 到 
(σ8,)7 = r+ ra, 
等 递 推 关 系 式 ,(3. 1. 48) 式 又 可 等 价 地 写 为 


| Dula) | Cr" ο | GƏ )tQu(a) |. (3. 1. 49) 


0 &-- || < lal 
因此 ,由 (3. 1. 46)-(3. 1.47) X, (3. 1.48 A (3. 1. 49 AZ 35 + Ə (或 r9,) X 
Ω, 的 不 同 排列 次 序 对 结果 不 起 影响 . 
引 理 1.7 的 证 明 由 (3. 1.43) 式 ,有 


[ñakay [ez σε |+ GB 5000 13. (3. 1. 50) 
r 


再 注意 到 换 位 关系 式 (3. 1. 22) (3. 1. 450 ,就 容易 由 数学 归纳 法 证 得 (3. 1. 49) 
式 , 从 而 得 到 引 理 1. 7 的 结论 ,证 毕 . 


以 上 的 讨论 是 在 欧式 空间 R" 中 进行 的 . 在 Minkowski 空间 民 “中 相应 于 
Ω, K 9, 的 算 子 可 取 为 9 = Qs) 及 Lo. 为 了 用 它们 来 表示 通常 意义 下 的 导 
数 ,在 


m = z,9,— x,9,(0 <a < b < n) C3. 1, 51) 
两 端 乘 fx, 并 对 a 作 和 ,注意 到 (3. 1. 8) 式 ,就 有 


ή αι Q, — Tf ITT, m 73 x9. 
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一 一 (f —?)Ə, — Zz,L,o, 
从 而 


b 
B T 
a = Tx + xus baise as ος d (3.1. 52) 


ΕΚ --|-ᾱ |“ 


引 理 1.8 对 任意 给 定 的 多 重 指 标 a(| a |7 0), 成 立 


| D'u(z, ay |& C1 HH e—| x |] 57 σένα, α) |: 


O< IPIS lel 


(3. 1. 53) 


其 中 中 由 (3.1.27) 式 定义 ,B 为 多 重 指标 ,而 C 为 一 个 与 u A 5G, α) Ἠ] X X8 
正常 数 . 
证 因为 集合 包含 D, 在 | 一 | x || 志 1 时 ,(3.1.53) 式 显然 成 立 ;而 当 
1z 一 |z|| 宇 1 时 ,只 需 证 明 
| Dult, z) |< C| —| z || X) | ut, 2 |, (3.1.54) 
IBI la] 
Hp a= Q, L) [参见 (3.1. OX]. 

在 | 一 | x | |> 1t, HG. 1. 5D RERA 
μι τν 
|#ë=—| 要 中 
再 注意 到 换 位 关系 式 (3. 1. 22)-(3. 1. 23) ,就 容易 由 数学 归纳 法 证 得 所 要 求 的 
(3. 1. 54) 式 . 证 毕 . 

注 1.2 在 引 理 1.8 中 若 设 |a |= 1, 则 由 (3.1.53) 式 可 得 


| dult, z) |< | Qult, x) |. 


(Dum z) |& CH £—| | PG, 22 |. (3.1.55) 
ΙΙ —1 


$2. 2588 Sobolev Ez EHER — EE 3p [V JE 3X, 


TE rp Ri n > 1. 
2.1. 单位 球面 上 的 Sobolev wA XE 


已 知 集合 Q, = (Q; )i<;<;<n 为 单位 球面 S" :上 的 一 组 完备 的 微分 算 子 . 由 
Ω, 的 李 代数 性 质 ,可 以 利用 Q. 在 S” 上 构造 相应 的 Sobolev 空间 Wa ^CS" Ὁ 
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或 Ha (STD ,其 范 数 分 别 定义 为 


| u | Wa ντ 2; | Ou | pgs 
Ç lel<s 
E 
= 5 (| _, | atu Pda)” (3.2.1) 
[ας s l 
或 
| u | Ha got — M | Qu | jg 
š la| s 
* 
= 2, ees | zu (€) | άωι) , (3.2.2) 


lal scs 


Hp E= E, e, E) E S", do, WS" "上 的 面积 单元 ,a 为 多 重 指标 ,而 1 < 
p SHE p =+ hf, (3. 2. 1) 最 右 端 的 范 数 表示 式 要 作 相 应 改变 ]. 

将 经 典 的 Sobolev BLA XE IW HIT ”一 1 维 的 紧 致 流 形 5’ ,就 得 到 

定理 2.1 HBX u= ulr) = u(r£) 使 下 述 不 等 式 右 端的 量 有 意义 ,其 中 
r=|=z|më€ S, 就 有 


n—1 


I 3s ， 则 成立 


| u(x) |= | u(r) |< C || (τε) | We ^7 (3.2. 3) 


n—1 


2 #s= s RIETTE p «qoo 的 g 值 ,成 立 


| ulrẸ) | ia <ç C | u(r£) | wo Pegh (3. 2. 4) 


1 s 


3° occ i , 则 对 满足 二 一 二 一 [的 g 值 ，(3. 2. AAA. 


在 (3. 2.3) 及 (3.2.4) 中 ,r 视 为 参数 ,C 为 一 个 与 £ r 均 无 关 的 正常 数 . 
2.2. 球体 上 的 Sobolev ΒΚ A E EE 
以 B, Xm RPI z, 为 心 .半径 为 4( 盖 0) 的 球体 : 
B, = {x || z—x= |< A. (3.8, 5) 


将 Sobolev μΧ A E PERH-T 4E XXE B, 上 的 函数 ,我 们 有 
定理 2.2 对 任意 给 定 的 思 宇 1, 设 函数 二 ul(x) 使 下 述 不 等 式 右 端的 量 有 
意义 ,就 有 
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j αυ. 


lu | vaa A ΗῚ jm | Dru | ΓΗ αἱ) 5 (9. 2.86) 
la| < 


S ss = — —— 的 g 值 ,成 立 


εἶς. X ο 
|z || a CA 70978? ΣΑ" || ία | paya (8.2.9) 


|a| as 
8° Occ ΜΑΜΑ. e "EE 8 q 值 ,(3. 2.7) 式 仍然 成 立 . 
1 
在 (3. 2.6) 及 (3. 2.7) 式 中 ,C 为 一 个 与 AA 均 无 关 的 正常 数 . 
证 不 妨碍 一 般 性 ,只 需 在 zx = 0 的 情形 证 明 . XE A — 1 时 ,这 就 是 通常 的 
Sobolev fft A XE Il. 对 一 般 的 情况 > 0, nf x = Ay. 并 记 


wy) = μίλν) = μία). [$5 38/4529) 

通过 标 度 变换 来 实现 . 事实 上 ,此 时 易 见 有 
οι αρ = | u | L' Gp? (3. 2. 9) 
|| Doo να = A79 | Γξω || paya 02, 5, 100 


于 是 由 4 二 1 时 对 成 立 的 估计 式 (3. 2. ORG. 2. 7) ,就 可 立即 得 到 所 要 求 的 佑 
计 式 (3.2. 6) 及 (3; 2. 7). 证 毕 
注 2.1 在 定理 2.2 中 将 已 LR" AB, ,结论 依然 成 立 . 
2.3. 环形 域 上 的 Sobolev Ek ZE FE 
Z< 
Ensa = i»lllx]—2a = iat (3. 2. 11) 


HBaL0,.mÀm 0o-AxA,-—1. E, 是 一 个 夹 在 以 原点 为 心 、. 半 径 分 别 为 (1 一 人)a 
及 (1 十 M)a 的 两 个 球面 之 间 的 环形 域 , 即 有 


Ea = (y | 1—22a «| y |< (1 +a). 
定理 2.3 dii Fi z,€ R',E | = |Z 0, 成立 
| μία) | CAF | αὐ |’ ΣῚ 2 | zç | θα) [12 TNT 


Fla scs 
(3. 2. 12) 
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其 中 CC 是 一 个 与 函数 及 与 x。 和 4 之 选取 均 无 关 的 正常 数 . 
证 首先 指出 : 为 证 明 (3. 2. 12) 式 ,只 需 证 明 在 | z, | 二 1 时 的 相应 估计 式 


|) | OX? | | L^, 9 (3. 2. 13) 
kt |a] s 
事实 上 ,在 | xo |= 0 的 一 般 情况 , 令 工 = = | sI IB 
0 
AT) = ukl αι | 2) = uke) (3. 2. 14) 


注意 到 Qr = Ω, K Ə; =| To | Θ,. 易 见 有 
| ÆT) | ΕΕ, ϱ 
= | e QEul | Xo | T) | L'E 


1.3? 


εἷς 
Π 


- ων | e Qu (| zo | 3) |àz) 


=| x NE (| 


55 
= | zo |^" » || 9 Qu Go || LE ) 


. 
[xg 14 4 


| u(x) |° dz)” 


lz—lzo l ESSA | 


ji s = ἘΞ Y ,有 | Xo |= 1; 注意 到 上 式 ， 利用 对 v(xo) = (πο) 应 成 立 的 估 


计 式 (3. 2. 13) ,就 立刻 得 到 所 要 证 明 的 (3. 2. 12) 式 . 
其 次 指出 : 为 证 明 (3. 2. 13) 式 ,只 需 证 明 在 4 — A, (< 1) 时 的 相应 估计 式 


| un |< C >; Ιω |,e , »- 8,3, 15) 


k+lal<s l.) 
ΒΞ E ,f£z 0 < À < À, 的 一 般 情况 , 令 
ulz) = ux) (3. 2, 16) 
Ep r= rë, τ--τΕ,Εε Sr, mi 


à, 
rF—^G-142-1—AÀ. (3. 2. 17) 


注意 到 o. — 0, 及 Br 一 -5-9,, BWA 


| Ə:Qto (x) | LE, 1) 


l. k, 


= eoz«Go | 1681} 
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1 


| || 0&at«co l'az)' 
Hx 1 [A 


ENIM. | S Qu (a) |^ F” drde,)" 


( 
a 

( 

( 


ο 7 ΝΕΟΣ, LEY ura] 


1--λ r 


n—l 


À 


Á VC 1152. 3 . 
À ) [ ) | Q'u (z) | Lu οἱ 


ia rildi 
-(α}) E) r&aec |>. a 


1 
< Ar | e Qu Go) | LE, |) 


从 而 利用 对 υ(Ζο) = ulr) 应 成 立 的 估计 式 (3. 2. 15) ,就 可 以 得 到 所 要 证 明 的 
(3. 2. 135 XX. 

这 样 ,为 了 完成 定理 2.3 的 证 明 , 只 需 证 明 (3. 2. 150 3X. dE x € ΕΙ, 时 ,有 
1 一 « r — | x | 12-A,. 于 是 利用 引 理 1. 7 及 Sobolev 内 人 定理 ,就 立刻 得 到 
所 要 求 的 结论 . 证 毕 . 

注 2.2 本 小 节 的 内 容 可 参见 5. Klainerman| [ 32]. 
2.4. 维 数 分 解 的 Sobolev Sx GE FE 

记 

ατα”, z”), (3. 2. 18) 

其 中 


£'e aa tomus X = GE ay ον 2 3 (3. 2. 19) 
W l< m= nx—1. 我 们 有 
定理 2.4 成 立 下 述 估计 式 : 


| f | LOR”; R = C | f | Ηο (R) ° (3. 2. 20) 
其 中 so > Lor 同时 
2 


l Zl La, aem «C PAP TP (3. 2. 21) 


ES MIC δ = s, «T £ (3.2.20) 及 
m 


1 1 
PPF 2 < p =< Se, HB— = — 
p d 
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(3.2. 21) 中 ,C 是 一 个 与 1 无 关 的 正常 数 , 而 HH CRO 为 分 数 次 的 Sobolev 空间 ， 
其 范 数 为 


| F | HoR 一 | (1 十 | € | f» | LIR”) LI (3. 2. 22) 
其 中 和 一 E, 50, mfX f 65 Fourier X 48. 
证 ” 先 证 明 (3. 2. 2D xX. H Sobolev IKA MEA Parseval 不 等 式 , 有 


| f | μὴ, RT) 


4 


-([μ1λω’, 5 Manda?) 
xx (L. AM G^, ajad da) 


B MTS az" )dz"| ° 
R 


+ 
LER”) 


L 
<([| Ic, z”) |a dz") 
R 
2 1 
-( (| | f l^ G^, x dz! )' da^) 
mm R” 
= | f | L cg" ^", 1/8) 
«CJ f I Log ^", mocg"» 


= 如 | ye z”) |o ai dz") 


il 
2 


- Cl ae SY fe, ΕἾ T oar; 
«C | ελ | H'o cR") * 
这 就 是 (3. 2. 2D XX. 
类 似 地 ,有 


I f || man, amy 
= ess sup || f€”, 2 || an 
z€ R” 


1 
2 , ” AW 
= ess sup( | xd (Εν Ὁ dd ) 
HERE R 

ή 


* (L. | /6-, zy |> dz”) 


= || £ | 13 cg ΜΕ yy 


< CIF litas ram 
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= C || y | Ho cg» 9 
这 就 是 (3. 2. 200 XX. 
注 2.3 从 定理 2.4 的 证 明 过 程 可 见 , 在 2 一 户 委 十 co 时, 恒 成 立 
| "à | L^ (πι L eg" 7m); =< C | f | LIR”; Peg") * (3. 2. 23) 
其 中 C 是 一 个 与 了 无 关 的 正常 数 . 
在 定理 2. 4 中 特别 取 m = 1, 就 得 到 
推论 2.1 成 立 下 述 估计 式 : 


| f | L? (R; ER?) =< C | f | HOR’) ° (3, 2. 24) 
1 
其 中 $5 2 3! 同时 
| f L^ cgi ο !)) «C | f! HOR”) 9 ο 2. 25) 
其 中 Za herbs, BL adhesi (s. 0 s <). 
p Z c 2 


$3. 基于 二 进 形式 单位 分 解 的 Sobolev RAEE 


在 本 节 中 ,将 介绍 在 李 大 湾 , 周 忆 [55],L56] 中 引入 的 一 类 Sobolev μΧ À E 
理 . 在 其 推导 中 ,二 进 形式 的 单位 分 解 起 着 重要 的 作用 . 
3.1. 二 进 形式 的 单位 分 解 | 


ix @, == ο x) € Gs CRJ 并 成 立 


Bx) = @,(| z |), (8.3. 1) 
supp ®, C (z || x |< 2), (3,3. 2) 
H 
d) = 1, | x |< 1. (3.3.3) 
< 
@ (z) mV D) 4-1, 2, 9; (3. 3. 4) 


其 中 
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p (z) = Φι(2 !z) —@, (z). CERD, 
易 见 对 j= 二 1, 2, =, Φα) € CGCRO. H 
Φ,(α) = (| z |), (8-8. 6) 
supp, € te | 2^7 «| ue Jac 2/7). (8.8. 7) 
有 如 下 的 单位 分 解 : 


2>1@,(z)= 1, Vz € R. 


j=0 


事实 上 ,由 (3. 3. 4)-(3. 8. 5) ,并 注意 到 (3. 3. 3), 对 任何 固定 的 x € R", ` 
N 一 co 时 , 必 有 


N 
Σ}Φ,(α) = d, GO 4- (2! 3) — 6, GO) 


j=0 
--(Φι(ζ}α) —@, (2 D += =° 
于 GO δα) = @, (02772) 
= @,(2 Nr) — 1. 


这 样 ,我 们 得 到 如 下 的 

引 理 3.1( 二 进 形式 的 单位 分 解 ) AED a) € C; CROG —0, 1,…), 满 
x< 

(Ὁ Φ,(α) = @.(| z |), š = 0, 1, 5 

(1) supp C íz || z |= LG) 21, | x |< 1; 

GHD spb €= (x | 21 El z | S79. p == 1, Py sess 
使 得 


DSB) =l, Vz€ R". (3. 3. 8) 
j=0 


注意 到 (3. 3. 2) ,由 引 理 3. 1 及 前 述 推导 过 程 , 就 得 到 

推论 3.1 存在 @ (zx) € C;CROG 一 1，2，…) ,满足 

(Φα) = UC Ua, j = T, ἂν ---ᾱ 

Gi) d; (z) = @,(| z |), E. supp ð, C (z | L| x |< 4), 
使 得 


Σ1Φ (49), Yr € R, | = |2= 2. (3.3.9) 
j^1 
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3.2. 基于 二 进 形 式 单位 分 解 的 Sobolev RAE 


我 们 要 证 明 如 下 的 
定理 3.1 3X WOO £ (z |] z< |> a) (a > 0) 的 特征 函数 , 则 


Š 1 s 
jl Es AX 


| vf | Lug < Cat | f | HoR $ (8, 3. 10) 
2° 对 任何 给 定 的 p> 2, 成立 
| vf | Lh R = Ca Hr | f | Ho (R) ° (3. 3. 11) 


1 1 
其 中 50 一 > TA 


在 (3. 8. 10)-(3. 8. 1D PF,C 为 一 与 α 3 JG X EE 3k m H CR A 
3k. Sobolev 空间 ,其 范 数 为 


IFI μι εἰ ια. (8, 3, 12) 


tb OD X fi 88 Fourier # 4. 
证 1° 利用 标 度 变换 ,只 需 在 a 二 4 的 情形 证 明 相应 的 不 等 式 (3. 3. 10) & 
(3.3. TIX. 


事实 上 ,在 a 二 0 的 一 般 情 形 , 可 令 x = by, mi b = P 并 记 


f) = f(by) = f(a). (3. 3. 13) 
注意 到 
Κι») =i" f(1). (3. 3. 14) 
HH (3. 3. 12) 式 易 见 有 
| /(ν) | ποια’ κ. 
=b"| | η! σι s a 


= b | | § | fee) INT 
-— | f | cm (3.3.15) 


又 由 (3. 1. 20 52 L ATIRA (z || x |> 4) 的 特征 函数 ,就 有 
| vf n T ia | Vf In "gy (3. 3. 16) 
K 


| S f lue, = b [ΨΓ || 2 g. (8,3, 17) 


这 样 ,由 对 /在 “一 4 时 成 立 的 不 等 式 ,就 可 以 得 到 在 一 般 情 形 < 之 0 时 的 不 等 式 
(3. 3. 10) & (3. 3. 11). 
2^ 现在 证 明 a = 4 时 的 (3. 3. 10) 式 , 即 证 明 : 设 亚 (x) 为 集合 {x || m |> 


4) 的 特征 函数 , 则 在 > <s < N, Ray 


| ΨΥ lita SCIFI r (3. 3. 18) 
由 推论 3. 1, 在 集合 {x || x 1 4 上 成 立 
Vf(z) = fr) = LAEE, S EG. (3,3. 19) 
j=1 j=1 
对 fia) = @, z) fz), Ἡ xS C {x | 1 <| x |< 4. H #E1 2.1 中 的 
(3. 2. 24) 式 , 并 注意 到 此 时 通过 自 变 数 的 同 胚 变换 , 范 数目 一 (n, 2w-，) 与 
范 数 | fi | Leg Aft fE so > 时 就 有 


| fi m «249, s C | Γι | HOR- (3. 3. 20) 
H Poincaré 不 等 式 及 Parseval 等 式 , 并 注意 到 f£, 具 紧 支 集 ,我们 有 


| f | Ην (R?) 
= ο | fi | Ho cR") 
=C| El f €G) | ian 


= C ien ó,(£— η) foan . 
R” LR”) 


zel II . |Ε--η|Ὁ |ó,€— F | dl 8 τρ 
i LR) 


μα Hon d Pop d|... ) 
= C( || δι f. | Pr 十 | o, f. | ian) 
κος f. Mora ME M ncs 
+ ΟΡ IF Mana: (3. 3. 21) 
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其 中 
à; (8) —|&|» | @ (ë) |, 
f. (6) —| fee) |, 
: | à | (3. 3. 22) 
i, (6) = | p (6) |. 
FO --|6!ν FE |, 
而 
LM s (3. 3. 23) 
n 区 
(这 里 需 进一步 假设 ως ). 由 Sobolev 嵌入 定理 ,有 
| Ja | LUR < Ç | Fy | HoR -- C | f | H cg» (3. 3. 24) 
又 由 Parseval 等 式 , 有 
War == | Z || ie (3. 3. 25) 
H s, < SA 利用 Hausdorff-Young 不 等 式 ,并 注意 到 Φι 具 紧 支 集 ,就 有 
| dy | 1 (ΒΥ == C | di | p! my 
=C] El» 6, (ë) [| re, o9. (3.3. 26) 
此 外 , 易 见 
| Di, | T 2E | Q, | Lr «ee. (3. 3. 27) 
将 (3. 3. 240- (3. 3. 274 A C3. 3. 21) ,就 可 由 (3. 3. 20) 式 得 到 
| fi | = 2 gy C || fl Ho cg: (3. 3. 28) 
再 一 次 利用 标 度 变换 ,就 可 由 (3. 3. 28) 式 得 到 
| fj | pov egy < 29 b (s) C | f! Ho CR!) G = l; 2, e). 
(3. 3. 29) 
事实 上 ,对 任意 给 定 的 了 — 1.2.9] y—2 7 zx, 并 记 
f.G) = Ευγ) = fla) 
FAI e du eds (3. 3. 30) 


fO) = ών) = flr), 
类 似 于 (3. 3. 15) 及 (3. 3. 160 ,就 有 
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| f | [gt = | Í; | Lug (3.3. 31) 


|| Z euge, = 2979 FN (3. 3. 32) 


这 样 ,由 (3. 3. 19) 式 ,并 注意 到 S X s 就 得 到 


| ΨΥ || = se < > | f; ΠΩ 


«c πμ 
«cil HUR”). 


这 就 是 所 要 证 明 的 (3. 3. 180 XX. 
3° 现在 证 明 a 三 4 时 的 (3.3.11) 式 , 即 证 明 : E B(x) 为 集合 {x || α |> 


4) 的 特征 函数 , 则 对 任何 给 定 的 p 守 2, 当 5, = Qe 时 , 成 立 


μα «ο (3. 3. 33) 


这 一 证 明和 (3. 3. 18) 式 的 证 明 是 类 似 的 ,下 面 仅 对 有 所 不 同 之 处 进行 说 明 . 
此 时 ,由 推论 2. 1 中 的 (3. 2. 25) 式 ,类 似 地 有 


| fi | 1 2 R < C | fi | Hog» (3. 3,94) 
f Ü| d 
HEP s, = E 因此 ,类 似 于 (3. 3. 28) 式 ,有 


| fi | LP 2 (R == | f | Fo cg (3, 3. 35) 
此 外 ,注意 到 此 时 除 (3. 3. 315-7 (3. 3. 32) 式 外 ,类 似 于 (3. 3. 17) 式 ,还 有 
| Z = 279775 DE a (3. 3. 36) 
就 可 由 (3. 3. 35) 式 利用 标 度 变换 得 到 
| f | L^ PR") κ ge | f | HO (R!) (j τ 1, 2, ...) 9 (3. 3. 37) 


从 而 就 容易 得 到 所 要 求 的 (3. 3. 330 5X. 证 毕 . 

为 证 明 下 面 的 定理 , 先 对 空间 L^ * CR ) 列 出 相应 的 Holder 不 等 式 . 像 空间 
L”*“*(R”) 是 空间 1L*(R") 的 推广 一 样 ,此 Holder 不 等 式 也 是 通常 的 Holder 不 等 
式 的 推广 , 且 易 于 利用 通常 的 Holder 不 等 式 加 以 证 明 . 


54 JERIERDA IE 


5|38 3. 2(Hölder 不 等 式 ) 1 filr) € LACR"), fal) € L” (R°), 


ORA "E -- 
BOE IS dus fas dis qure Rr. | <l HT PH fL E 
l 2 qi 2 
L” CR") 而 
S ut aa (3. 3. 38) 


HA 5. 
| fif: | L” γρ’ =< | Ji | L^v * CR) | "n | L'a* o (R< (3, 3. 39) 


定理 3.2 dE WGOX 4E (x||x|27a) (70) 86 HAE 8 38, m Ww — 1— v. 
则 成 立 


| f | goeh < CC | vf | L'R” pas | vf | μη) (9. 5. 40) 


其 中 
1 n 1 1 50 
-= € 5 == — = === Έτ (8. 3,41) 
2 Asi = 2 * q 2 T n 

而 为 一 个 与 f Za 均 无 关 的 正常 数 . 

证 由 定义 ， 
[θυ 
ΙΕ βαν = sup ππ πι (3. 3, 42) 
v€ H CR”) | U | Ho cR» 


ο--0 


利用 Holder 不 等 式 , 有 


NE [E $ [eun 
« 


| Vf | L' cR" » | U | L' cg» 
+ | vf | LU iR || Ψυ || 1" (RU ° (3. 9. 49) 


L 1 5 
其 中 g 由 (3. 3. 41) 式 决定 ,而 了 了 = E 
H Sobolev kA EH, A 
lelles < C | U | HOR. (3. 3. 44) 


而 由 定理 3. 1 中 之 (3. 3. 10) 式 ,有 
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| Ψυ || in, κα 75 || o || scars (3. 3. 45) 


将 (3. 3. 44)-(3. 3. 45) J£ À (3. 3. 43) 式 ,就 可 由 (3. 3. 42) 式 得 到 所 要 求 的 
(3. 3. 40) 式 . 证 毕 . 


$4. REX ÉE] + B$ Sobolev 型 不 等 式 


4.1. 特征 锥 内 部 具 衰 减 因子 的 Sobolev 型 不 等 式 


引 理 4.1( 插 值 不 等 式 ) 设 QCR" 为 一 个 有 界 或 无 界 的 区 域 , 且 f € 
L'Y NLM), B1< p< q<--=əo,WJ *F—JpJ28 Z p< r< qtyr,f € L'(Q), 
且 成 立 如 下 的 插值 不 等 式 : 

|| # lroa es (3. 4, 1) 
JoF0<20<1, mix 


IN Eg (3.4. 2) 
r p q 
证 注意 到 (3. 4. 2) 式 ,由 Holder 不 等 式 , 有 
| y | Luo ~ | | Ü | £ kas | L'a» 
ες || |.Ε] δα | 4 |" δω 


Περ ki 
这 就 是 (3. 4. D X. 
设 XG, z) JR X R" 中 某 一 集合 的 特征 函数 ,类 似 于 (3. 1. 31)-(3. 1. 32) 
式 , 可 定义 
LCD am pitz ~ > | xG, 2A'ut, +) || η. 230 


[ΕΙ N 


(3.4, 3) 
K 
νο. Ni = lut, -) | A.N. p p VE 29, (3. 4. 4) 
这 实际 上 就 是 限制 在 这 一 集合 上 的 广义 Sobolev 范 数 . 特别 地 ,我 们 可 以 定义 
lus D no p I lut, D | r. s. p- 
现在 在 波动 方程 特征 锥 内 部 的 一 个 锥 体 上 ,给 出 由 如 下 定理 所 示 的 具 衰 减 
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因子 的 Sobolev 型 不 等 式 . 


定理 4.1 χια, 2) 为 集合 1(t, α) || z |< 


l-t 
LÀ api dk M spe 
TAZ p> 1, 
i" $i MAG 
| xia, z) [CC | m IF las Dg (3.4.5) 
ps Bop ο p< q boo 的 9 值 ,成 立 


| χι (ἐν +) || r Zapia) lat 2 || pa px (9. 4. ϐ) 


ον ο < MAS mb 2 p. paq lk, G4 1S 


n 


` 


然 成 立 . 
在 (3.4.5) 及 (3.4.6) 式 中 ,C 为 一 个 与 及 与 1 宇 0 均 无 关 的 正常 数 


证 在 定理 2.2 UR A 二 DE , 并 利用 引 理 1. 8 及 引 理 4. 1 ,就 可 得 到 所 
要 求 的 结论 
事实 上 ,在 时 , 由 (3. 2. 6) 式 并 注意 到 引 理 1. 8 ,就 得 到 


| χνα(ν æ) | 
< || utes :) ll; (Bia) 
2 


LCA 9104-0" || Dut, 2 | pc) 


l|a| <s 


=C +> 30-40" | Dšu (e, 2 || pag 


|a| <s 


= C 4-07 9 O- 08 


laj <s 


i: > | (1 + 上 一 | | ) v st, 9) | L'R- 
IBIS [a] 


注意 到 在 | x <H m, 易 知 有 


G (1325 Ξε 151 [s | l EGO (3. 4. 7) 
其 中 C, ,C, 为 正常 数 ,由 上 式 就 得 到 
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| xu. z) |< CI+)? DuC 9 [ra ρα. (3. 4. 8) 


1+¿=< 14-£-4-| zr] αι). 


就 得 到 工 中 的 结论 . 
在 情形 2 ,由 (3. 2.7) 式 ,类 似 于 (3. 4. 8) 式 ,可 证 明 (3. 4. 6) 式 成 立 . 
在 情形 3^, δὲ 


1.1 s 
q b π᾿ 
就 有 
q = q> pP 


于 是 由 引 理 4.1, 有 
| Xiult, ο | LRO < | Xiuli, 9 | Len | χι 2 | ans (3. 4. 9) 
其 中 0 过 0 过 1, Hl 


二 一 十 一 一 (3. 4. 10) 
q 


类 似 于 (3. 4. 80 5X. H C3. 2. 7) 式 可 证 明 


| Xiult, 9 || s SCA λε, lu, 9) || r. s. p. X) ° 


(3. 4. 11) 
将 其 代入 (3. 4.9) 式 ,并 注意 到 (3. 4. 10) 式 ,就 得 到 
| χιι(ί. 9) | LIOR 
CUL- T2325 po iii | ult, -) | es b. χι | Xiult, zi | ΠΤ 


< 
= CO L κο) | Cta | τ... pr Xe 


这 就 是 (3. 4. 6) 式 .证 毕 


由 定理 4. 1 立刻 可 得 
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推论 4.1 对 任意 给 定 的 p 记 1 及 任意 给 定 的 整数 NN 宇 0， 


j* Eolo MAR 3 


πο «ΟΠ ο ο 
(8. 2.12) 


E e= ρα «ο 的 g 值 , 成立 


luid nmen EL te O resin VERSOS 
(3. 4. 13) 


3° η”, 
然 成 立 . 

注 4.1 定理 4.1 及 推论 4.1 中 的 估计 式 对 任意 给 定 的 函数 u(t， 工 ) 均 能 成 立 
(只 要 所 出 现 的 范 数 有 意义 ). 所 以 能 在 估计 式 的 右 端 出 现 对 1 的 衰减 因子 ,是 因为 
在 工 算 子 中 含有 t 的 正 次 因 的 因子 ,相应 的 范 数 已 隐 含 了 对 t 的 菜 种 增长 性 . 


ας ο 81 
由 注 2.1, 并 注意 到 在 | z |> TER ata eli 1H α1-ε25 
5-1 an 
21E RA 
En 3 3d +t) 
$42 在 定理 4.1 中 , 若 取 X(t, 2346 | G. 2) ar = 


的 特征 函数 , 则 在 情形 1 , 仍 成 立 (3, 4. 8) 式 ;而 在 情形 2737, 45 3 (3. 4. 6) 
A. 因此 ,推论 4.1 仍然 成 立 . 
注 4.3 定理 4.1 中 之 1 ,可 见 S. Klainerman| 32]. 


4.2. 全 空间 上 具 豪 减 因 子 的 Sobolev 型 不 等 式 

现在 我 们 将 证 明 

定理 4.2 ”对 任意 给 定 的 p 宇 1, 在 er: 时 ,成立 如 下 的 具 衰减 因子 的 
Sobolev 型 不 等 式 : 


| 


Laits a [ecc ep] x Dr C eI x1 
-uls | Vt20, Vr€ R, (3.4.14) 
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其 中 CC 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 . 
为 此 , 先 对 径 向 求 导 算 子 3. 证 明 如 下 的 
引 理 4.2 对 任意 给 定 的 整数 k 宇 1, 成 立 


WE 由 (3.1. 42) 式 ,(3. 4.15) 式 在 k= 二 1 时 成 立 . 由 数学 归纳 法 ， 


BH: 若 (3. 4. 15) 式 对 整数 & 1 成 立 . 则 对 整数 十 1 也 成 立 . 
由 (3. 4.15) 式 ,并 利用 9, 的 定义 (3. 1. 42) 式 ,就 有 


(3. 4. 15) 


只 要 再 证 


εν, Ἔ Dea» | 
ο . ° r Tel k 9 1 ed. 
下 r 
Ti e Ti, I 
= ' E pF 8, ΟΝ 
δε el 
b» ea M δν i 
+ > — 
ἢ μι r 
Xm, ii T "°x; Ti 
1 ει μες 1 à EX] 
"E k k k+l δι 9, 
r r r 
CUR d 
ο TT 
k+l ipy 
ΠΝ αν ! δα 


这 就 是 对 整数 & 十 1 的 (3. 4. 15) 式 . 证 毕 . 
推论 4.2 对 任意 给 定 的 整数 上 宇 1, 成 立 
| & |< C 2; | Diu |, 
IBI =k 
其 中 CC 为 一 个 与 u 无 关 的 正常 数 . 
定理 4.2 的 证 明 分 下 面 两 种 情形 进行 讨论 . 
1” 成 立 


DEI G+ z |) >% 


(3.4.16) 


(3. 4. 17) 


的 情形 . 此 时 在 以 x 为 心 ,半径 为 二 τα z D 的 球体 B, 上 应 用 定理 2. 2 中 


的 (3. 2. 6) 式 ,并 利用 引 理 1. 8, 就 得 到 
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| ut, z) | < CEH z)? Dt z D" Dok, 9) lira, 


la| <s 


«CG--| a D7* » C-E x 


la] scs 


Ja e e y 107 2, Tu y) I|, 


(B 


«οὐ x |)? > G+] x |)!“ 


|a] s 


161 > | T'&z (z, y) | 
|< 


ο’ 
ΗΕ B, 上， 
[ντα | FEH z D- 
于 是 由 (3. 4. 17) 式 易 知 
-ly 关子 (+)， 
从 而 由 (3. 4. 18) 式 就 得 到 


| ult, z) | COH z DF lus 2 Mg soe 
这 样 , 就 有 V 


À 


ο ο t] iy πα 21 


2 成 立 
1 
0 <| #—| = | EE κε zD 


的 情形 . 此 时 显然 有 | = | 0. JR 


_ lz-lzll 


2 | z| 


À 
由 于 在 (3. 4. 21) 成 立 的 条 件 下 ,有 
村 1zl<t<81zl， 


从 而 


(3. 4. 18) 


(3. 4. 19) 


(3. 4. 20) 


(3.4. 2) 


(3. 4. 22) 


(3. 4. 23) 
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e= αι «λα 
因此 , 0 < À < I. 


在 环形 域 E,.; — {y|||y| 一 |z|| 二 *|x|} 上 应 用 定理 2.3, 并 注意 到 推 
论 4. 1, 就 得 到 


1 
t X Uh EE: 
| ult, z) | < i= bæ e 


. 21 leskla PTER ya ϱ 
ka] <s 
1 =L 
κο] ασ 
. > | £—| x | [5 | D: Qu (t, y) | ΗΕ 1): 


|e|+|8| <s 


再 利用 引 理 1. 8, 由 上 式 得 到 


|uc.2isCit—-zll*1z|* Y [ε-|α||13 


| leass 


[aim y D" Ὁ Pue 六 we 


Il |8| I 4 


E- 


<Ci al F la F Σ [ι-|α|| 


lal HBSS 


Jie > I rawa, 


PE PE ad 
(3. 4. 24) 
由 于 在 Ei,,* 上 ,有 
1 
ὑπ... 
从 而 成 立 
1 
ο ο ο ο. μπω... (3. 4. 25) 
这 样 ,由 (3. 4. 24) 式 就 得 到 
| ut, z |zzC|te—| x || r |= |= ασ. [ρω @; 4. 26) 


再 注意 到 (3. 4. 23) 式 ,就 有 


| ult, α) |< Ca HE x D Led ως» 
(3,4. 21) 
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最 后 ,由 通常 的 Sobolev 能 人 定理 ,有 
| utis z) [« C || ult, -) || δρ V ZO, Vr € R’. (3. 4. 28) 


将 (3. 4. 200, (3. 4. 27) & G3. 4. 28) 三 式 合 并 ,就 得 到 所 要 求 的 (3. 4. 14) XX. 
定理 4. 2 证 毕 . 


推论 4.3 AHERAUER pls 时 ,成立 


lat 2 ως σα ως, 3 |z. VERO, 
(3. 4. 29) 
AKvPCX—^b5buzEWimX. 
推论 4.4 对 任意 给 定 的 整数 N 之 0, 成 立 


[iik Flama SOIFO TP aito D cies VEO 
(3. 4. 30) 


ΣΥΡΙΖΑ 8 COSA u 无 关 的 正常 数 


注 4.4 定理 4.2 的 结论 及 证 明 的 基本 思路 , 见 S. Klainerman| 32]. 

注 4.5 将 推论 4.1 中 之 (3.4.12) 式 (或 注 4.2 中 的 相应 结论 ) 与 推论 4.4 
相 比较 ,可 以 看 到 : 在 波动 方程 的 特征 锥 内 部 (或 外 部 ) 的 一 个 锥 体 上 ,相应 的 
Sobolev 型 不 等 式 具有 较 快 衰减 的 因子 . 


第 四 章 


线性 波动 方程 的 解 的 估计 式 


81. 一 维 线性 波动 方程 的 解 的 估计 式 


考虑 下 述 一 维 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 ， 
u, —u,, = FG. z), (t, 30 € RIX R, (4.1.1) 
t= 0: u= flt), u — g(z), z € R. (4. 1. 2) 
我 们 要 对 其 解 = ut, α) 建立 一 些 有 关 的 估计 式 , 结 果 见 下 述 
定理 1.1 对 一 维 Cauchy 问题 (4. 1. 1)-(4. 1. 289 f u = ult, z), 成立 下 
REHA: 
1” Aa 
lut 2 Hoo < IF ντα) lb g | ao 
ΚΙ | Fr, «3 || =a dz, VE 0 
(4. 1. 3) 
2 对 任意 给 定 的 p (1 =< p< co), 成 立 
κα, 2 lew < || Z| a r> |z | vem 
+| GF | Fe, 2 lidz, Vi 三 0 


(4. 1. 4) 


| Dutt, 3) | LP < | f | iab 十 | 8 | L” (R) 
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二 | IEG, ο lirade, Yi>0 
0 


其 中 


3” 车 成 立 
+ 
| gts = Dh 


则 在 下 上 三 0 时 ,对 任意 给 定 的 p(1 < p —+- so) 成 立 
lu, «) | Dio < {ή Dac [0 | irs» Vt ze 0, 
其 中 | 


(σα == F | g(y)dy 


A gemi. 


(4.1.5) 


(4. 1. 6) 


(4. 1. 7) 


(4. 1. 8) 


(4. 1. 9) 


证 由 第 二 章 中 的 (2. 1. LX HE F o0 的 情形 进行 证 明 , 且 由 第 二 


中 的 (2. 1. 20) 式 ,此 时 Cauchy 问题 (4. 1. 1)-(4. 1. 2) 的 解 可 写 为 
ᾗ 1 rt 
ik, a -QGD fi) gody 


注意 到 


< 了 | 六 
= d 
De 2 = E 


etai 


由 (4. 1. 10) 式 就 立刻 得 到 下 = 三 0 时 的 (4. 1. 3) 式 . 
为 证 明 下 三 0 时 的 (4. 1.4) 式 ,将 (4. 1. 10) 式 写成 


1 r+ 
ill g(y)dy = |z || >a 
E£—t R) 


(4. 1. 10) 


ult, x) = S UG D +f] Ha] r—y |)g(y)dy, 


Hh H 3j Heaviside 函数 , 注意 到 


A 
p 


| irte 1 des (三 一， 


(4. 1. 11) 


由 (4.1. 11) 式 就 有 
ll u.s -) || 


< |f l rao 


- | ΤΙ LR)y T 


x | FI L’ CR) 
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L'(CR) 


1 
t$. | HHG —+— y D αυ | gO) | dy 


1 得 
Q+ ha lao 


i 
T EP | 8 | ΓΡ): 


这 就 是 下 三 0 时 的 (4. 1. 234. 


由 (4. 1. 10) 式 ,有 


Ων 
š 


rw ῳ. A 


从 而 易 得 下 寺 0 时 的 (4. 1.5 


Br x 


= GD βία) 


| z Gr Et)g-gCr —00), (4. 1. 12) 


) = ett t)) 


| y GG A (4. 1. 13) 


PE: 


最 后 ,由 假设 (4. 1. 7) ,并 注意 到 (4. 1.9) ,可 改写 (4. 1. 10) 式 为 


ult, z) = EIU 


J- καλη Z (GG F£) ---σία-- t); 


(4. 1. 14) 
由 此 立 得 (4. 1. 8) 式 .证 毕 . 
$2. 广义 惠 更 斯 原理 
在 以 下 几 节 中 ,如 无 特别 声明 ,我 们 均 假 设 空间 维度 nn 宇 2. 
考虑 下 述 齐 次 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 : 
[lui x2)—0,Q, z) € RXR, (4. 2. 1) 
t—0:u—f(iD.u-—giuo»,rzcm, (4. 2.2) 


并 设 初 值 具 紧 文集 : 
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supp{ f+ g) C (x || x |< 0) (o2 0 80. (4. 2. 3) 
在 2( 达 3) 为 奇数 时 ,由 第 二 章 定理 1. 1 所 示 的 解 的 表达 式 可 见 ,在 
t—| x |z2p (4. 2. 4) 
时 , 恒 有 
ult, x) = 0. (4. 2. 5) 
这 就 是 熟知 的 惠 更 斯 原理 ， 


在 n( 宇 2) 为 偶数 时 ,上 述 结论 不 再 成 立 ( 参 见 第 二 章 定理 1. 2) ,然而 可 以 对 
解 建立 一 个 相应 的 估计 式 , 称 为 广义 惠 更 斯 原理 , 见 下 述 的 

定理 2.1 u= ult, z) 为 Cauchy 问题 (4.2.1) -(4.2.2) 的 解 ， 且 
(4.2. 3) 式 成 立 . 则 当 π( 2) 为 偶数 , 且 


i 一 | z |> 26 (4.2. 6) 
时 ,成 立 


| ult, x) | CG HH z) T G—| zy > 
.(¿—| x |) Il fll ian + [zg lls), 
(4. 2. 7) 
其 中 CC 是 一 个 与 (fg) 及 [Pp 均 无 关 的 正常 数 . 
WE 由 第 二 章 的 定理 1. 2, 此 时 Cauchy 问题 (4. 2. 1)-(4. 2. 2) 的 解 可 写 为 


Ə x | 
τος αλ = } "e P | — των 
` 20 9 [Sein 7 2 
nŠ t t y—r| xt N^ s emm 
ω r(2) a= 
n 2 
iaje Í go) 
+ ( 2t Ot |y—r| t JE =] y-al à» , (4, 2, 8) 


其 中 为 R" 中 单位 球面 的 面积 . 注意 到 初 值 的 紧 支 集 假 设 (4. 2. 3), 上 式 中 积 
分 的 范围 实际 上 应 为 {y || y 一 zx |< N (Oy || y |<o). 
由 假设 (4. 2. 6) ,在 球面 | y 一 x |= + 上, 恒 有 
|y [25] Φ--αἰ--| ε]-εε--}.ε |Z: 26, 
从 而 (4. 2. 8) 式 积分 中 的 被 积 量 恒 为 零 . 这 样 ,就 可 以 将 (4. 2. 8) 右 端的 求 导 运算 


1 Ὁ. P 
到 到 逐次 移 人 积分 号 内 ,得 到 
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ut, 2) = Cit| sat TI y—= |) fonds 


|» 


Ec μή —|y—z|) 3 g(ydy, (4.2.9) 


Ix|&e 
其 中 C, K C, 为 某 些 常数 . 
在 (4. 2. 6) 式 成 立 的 条 件 下 ,并 假设 | y | 和 o, 就 有 
É—|y—=| =Ë |a |’ +2zr-y—| y| 
>rt —|=|° —2 |=|| yi- y l’? 
=£ 一 | 过 | —2a | = |—# 


; 9 (2 | z roe 
= e i - 1 
na τεμ 
2 (2 | xr |-- op 
Ss ela 
πμ το. 
= σα —| x |°). (4. 2. 10) 


于 是 ,由 (4. 2.9) 式 就 可 以 立刻 得 到 所 要 求 的 估计 式 (4. 2. Τ). 证 毕 . 
注 2.1 由 定理 2.1, 在 由 (4.2.6) 所 给 定 的 以 (1, z) = (2ρ. 0) 为 顶点 的 前 
向 特征 锥 所 包围 的 区 域 上 ,成 立 


| ult, x) μεσα a y = t | f! | aem 十 | e | Lass (4. 2. 11) 
其 中 C, 是 一 个 与 (f， g) 无 关 、 但 依赖 于 o 的 正常 数 . AI, E tHo Bh, K  — 


ult, z) 在 此 前 向 特征 锥 所 包围 的 区 域 上 至 少 具有 (1 十 1) 与 的 衰减 性 . 
注 2.2 将 假设 (4. 2.6) 改 为 


t—| x |> ao, (4. 2. 12) 

JP a 二 1 为 常数 ,定理 2. 1 的 结论 仍然 成 立 , 由 于 4&(>1) 可 以 取得 任意 接近 于 
1, 4E VÀ (t, z) = Co, 0) 为 顶点 的 前 向 特征 锥 的 内 部 , 即 成 立 

£—| 2 |2 0 (4, 2. 13) 


WM u— ιν Xx) 在 1 一 十 oo 时 至 少 具有 (1 十 !) T 的 衰减 性 . 与 为 奇数 时 的 
结果 (4. 2. 5) 相 比较 ,就 可 以 说 明 将 定理 2. 1 所 给 出 的 结论 称 为 广义 惠 更 斯 原理 
的 原因 . 

注 2.3 定理 2.1 的 结果 本 质 上 属于 L. Hórmander[ 18], 其 证 明 亦 可 见 李 
大 潜 , 周 忆 [56]. 
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由 定理 2. 1 容易 得 到 如 下 的 
推论 2.1 在 定理 2. 1 的 假设 下 ,对 任何 满足 0 过 /过 mL "TTA 


| ult, z) |< CO +t+H r D O4 £—| x [DU 
AFl + 18 ll o)» (4. 2.14) 


其 中 C, 是 一 个 仅 依赖 于 P 的 正常 数 . 
83. 二 维 线性 波动 方程 的 解 的 估计 式 


考虑 下 述 二 维 线性 齐 次 波动 方程 的 Cauchy 问题 : 
[Πμίε, α) = 0, t, z) € RX R, (4. 3. 1) 


£= 0 t g = {αι u, = Fy z € BR. (4. 3. 9) 
定理 3.1 x] - Cauchy 问题 (4. 3. 1) (4. 3. 2289 f u = ult, z), RÆ F 
AER, 
1 成 立 
| us 2 Maza < | fl as +CV +t) || AH -19z la. 
(4.3. 3) 
2 zx 
| ,gGoOdx = 0, (4. 3. 4) 
Jl 


则 成 立 
| ut, .) | Dass E | f | LR -- C || (十 | 5 |λρ | ioa 9 (4, di 5) 


其 中 C 为 一 个 正常 数 . 
证 ”由 第 二 章 中 的 定理 3.1. 二 u(t, χ) XF zH Fourier 变换 为 


ἂ(ε, £) = cos(| £| z5 AGED ERE, go». (4, 3. 6) 
从 而 ,由 Parseval 等 式 有 
| uG, D = | gG, || 
<l Fle + | REEL. gc 
|S] [3 
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= p fla +L | 2881516 χὰ (4, 3. 7) 
|6] L, 
对 变量 采用 极 坐 标 : E= τω. Hop > = | E|. m o = (cos0, sin0), 就 有 
ek 1 2 
ARA sinC| £ | z) (e) 
|ε| 15 
MES 
= [| 38807 a° co) drd8, (4. 8. 8) 
- 
从 而 利用 分 部 积分 易 得 


IG = [[sinc2r: y βὲ ὑκωλάκαθ 
== ~ ffeosc2re ) Ρ(τω)9, g (rw)drdð, 


于 是 就 得 到 


F 
i 


|r <+ (J| #ceyara0) ([] (9, à eo'arao) 


在 上 式 右 端的 两 个 积分 中 分 别 直 接 做 一 次 分 部 积分 ,并 利用 Parseval 等 式 ,就 
得 到 
Lco | €. pa Dels Vz > 0, (4. 3. 9) 
其 中 C 是 一 个 正常 数 . 
注意 到 在 上 = 0 附近 ,例如 在 0 三 + 过 1 时 ,有 
sin (rz) < Gri < r°, 


H (4. 3. 8) 式 并 利用 Parseval 等 式 , 有 


I@) == [Πρ ||, V6= t= 1. (4. 3. 10) 
综合 (4. 3. 9)-(4. 3. 10) 式 ,容易 得 到 
IG) = C Inc24-22 [| | Ds. Vez 0, (4. 3. 11) 


从 而 由 (4. 3. 7) 式 立刻 得 到 所 要 证 的 (4. 3. 3) K. 
另 一 方面 , 若 (4. 3. 4) 式 成 立 ,由 Fourier 变换 的 定义 ,此 条 件 等 价 于 


g(0) = 0, (4. 3. 12) 
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从 而 利用 分 部 积分 易 知 有 
ϱ(6) 1 lou A 
Ξ-----| 3 g(s s= | 3 £ G$ 5 
a jer EGEN [ CsEJd 
--ό(ξ)--] E| | sa? i GOds, (4. 3. 13) 
EH E= rv. 
由 (4. 3.7) 式 , 易 知 有 
(£) 
la oe ο... 
» F(E) 
«ΙΙ ΕΝ Αρ ενος πιο 
LEl L (B ) 


其 中 B, = {El £ |< 1). 而 由 (4. 3.13) 式 ,有 


ge) A ! yx 
E| < iag lra tfs IZEG rads 
lE] Lp) ! 0 
! σα, 
= 1.4 lirwo [ s | 91 48) leads 
x 96 + |a g "T 


于 是 ,由 (4. 3. 14) 式 并 注意 到 Parseval 等 式 ,就 立刻 可 得 所 要 证 的 (4. 3. DR. 
84. n( 宇 4) 维 线性 波动 方程 的 解 的 一 个 L^ 估计 式 


在 本 节 中 ,我 们 将 在 L15j] 中 一 个 估计 的 基础 上 ,对 n( 宇 4) 维 线性 波动 方程 
的 Cauchy 问题 的 解 建立 一 个 新 的 L 估计 式 . 这 一 估计 式 将 在 第 十 一 章 中 ,对 四 
维 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 解 , 建 立 其 生命 跨度 下 界 的 精确 佑 
计时 发 挥 关 键 的 作用 . 
首先 证 明 如 下 的 引 理 . 该 引 理 的 结果 通称 为 Morawetz 估计 . 
引 理 4.1 η 3,m u= ult, z) Æ n 维 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 
Cla G) == 0; (4. 4. 1) 


£= 0 t g = 0, #, ο) (4.4.2) 


的 解 , 则 成 立 如 下 的 时 空 估计 式 : 


| | x [u | πα < C | £ | H7 dan , (4. 4. 3) 
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其 中 满足 


ον (4. 4. 4) 


H7 (RO8 ELE 23.3.12 K, m C 2 — AERE A. 
证 首先 证 明 : UE s 满足 (4. 4. 4) 式 , 则 对 于 任何 给 定 的 wE IP CRO ,成立 


supr ^ || oro») || iz et, S C || o || mas (4. 4. 5) 


Ep r= rw, r=| x| iio E S. 
事实 上 ,由 第 三 章 定理 3. 1 之 1 (在 其 中 取 a 二 1), 对 任何 给 定 的 h E 
ΗΒ’, 易 得 
| h | μα «C | h | ΗΒ» (Α. 4, 6) 


对 任何 给 定 的 wE EPCRO fE ERHI Λα) = vx) =h GO, 其 中 是 
一 个 任意 给 定 的 正 数 ,就 得 到 


προ < C |l h, || un. (4. 4. 7) 

但 

lh, lleen = | υ(λω) || es (4. 4. 8) 
而 

lha | πων = I EA Mts = I [6|’ Q2 | μίαν» 
其 中 函数 上 方 的 全 表示 该 函数 的 Fourier 变换 . 由 Fourier 变换 的 定义 ,有 
va) = x "o [2 ). 

从 而 易 得 


2 e d - £ 
Ih lra = I ELSAD lea ου 


LCR”) 

== Art | | ξ | oE) | Lag 一 Aci | v | ERO- (4.4. 9) 
将 (4. 4. 8)-(4. 4. DARA CA. 4. 7) ,就 立刻 可 得 : 对 任何 给 定 的 和 之 0, 成 立 

|| υ(λω) || ize; << CA || vll po. (4. 4. 10) 
在 上 式 中 特 取 4 =r =| z |, 就 立刻 可 得 (4. 4. DA. 
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对 vw 的 Fourier 变换 包 利 用 (4. 4. 10) 式 ,就 得 到 
(f, Ενω) Pdo) KAE N pn lolium. (4.4.1) 
由 此 利用 对 偶 性 ,就 可 得 到 


| E PT eh οὉὗ ,. CAC* [Ae — 0053.12) 
S" LR") 


事实 上 ， 
J Ca |... Mil w eh (w)dedx 
上 式 左边 = sup 一 > .4.13) 
v0 | υ || ιό μη 
^ 
vx) = | xz | ww», (4. 4. 14) 
就 有 
f wx) | z ra NC (wdwdx 
R 5 
=| p (| e" v )dx)h (wdw 
s" R” 
= | uw) Go) do. 
S 
从 而 
II UC) [a χε eh Go) dedz| < || 9o» [μυ DEA || nets 
R š 
(4.4. 19) 
而 利用 (4. 4. 11) 式 并 注意 到 (4. 4. 14) 式 ,有 
| vo) || =; << CAT? || | z 9 αυ = CA": || vita 
(4.4.16) 


这 样 ,由 (4. 4. 13) 式 就 得 到 (4. 4. 120 XC. 
现在 考虑 波动 方程 Cauchy 问题 (4. 4. 1)-(4. 4.2) 的 解 — ult, z). 由 第 二 
3£(2.3. 3X JH. 


u = Im o, (4,4. 17) 
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而 
el? 
Ut, EJ = T gc). (4. 4. 18) 
将 上 式 对 t 作 Fourier 变换 ,就 得 到 的 时 空 Fourier 变换 
δίτ--|! £|) . 
---------β(ξ)» τ-:0, 
orir, 5) == |ε| " (4. 4. 19) 
0; Tue 05 
从 而 vv 关于 时 间 的 Fourier 变换 为 : ^4 z > 0 Hf. 
στ, α) = I ε΄ ο ο(ξ)άξ = e. e^" ¿(Ta )de; 
(4. 4. 20) 
而 当 t 过 0 时 ,V(t, z) = 0. 于 是 ,利用 (4. 4. 12) 式 就 可 得 到 : XE 0 0, 成立 
l| |= 79€. z) || ias x Cte?" | βίτω) || g-i (4.4. 21) 


注意 到 当 t 二 0 时 ,V(t, z) = 0, KERI z BL? 范 数 ,并 利用 Paserval 等 式 ， 
就 得 到 

" à 
外 [xq wes a] mises «αι μμ £ (rw)dwdr) I 


=c([ 161 ROE) = Che rtan» 
(4. 4. 22) 
从 而 注意 到 (4. 4. 17) 就 立刻 得 到 所 要 证 明 的 (4. 4. 32 5X. | PL 4. 1 证 毕 . 


下 面 的 引 理 给 出 了 上 述 Morawetz 估计 的 对 偶 估 计 . 
引 理 4.2 ik n3. u= u(t, x) 是 nn 维 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


L lu. sp = Εἴ. ds (4. 4. 23) 
£ == Ü š =n, = (4. 4. 24) 
49 f. ΠΕ 48 E 9 T > 0, 成 立 
sup | us J) | gie < C || | x FG; α) lito. r ian? 
Or T 
G. 4.25) 
其 中 5 满足 (4.4.4) 式 ,而 C 是 一 个 正常 数 . 
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证 ”由 第 二 音 所 示 的 Duhamel 原理 (2. 1. 13) 式 及 引 理 4. 1, 易 得 
T 
| | T |u | L? O. Τι ER") x c| | F(z; :) | μετ. (4. 4. 26) 


此 外 ,由 对 偶 性 ,有 


t. 

| | ju DGU, dxdt 
; # || Sa = Beg 
Sup, λος = sup ; 


: 
IMICODIPUT 


(4. 4. 27) 
4 v -— wt. α) 满足 
UE. x) eG (4. 4. 28) 
£= T t am sg, =s Ü, (4. 4. 29) 
由 分 部 积分 可 得 
Τ 
| | ut, DGE, α)άτὰ! 
o4 R 
T 
=Í [ ult, 2)Γ] vlt x)dxrdt 
oJ R 
T 
=| | Dut, ott. dxdt 
ον R 
T 
=Í | F, z)o(t, x)dzdt, (4. 4. 30) 
oJ R 
从 而 
T 
| f ua DGE, axar 
04. R 
== | | r 3 | L O, T; L^ (R) | | r Fa | Lco. Τι 2 (R) 。 (4. 4. 91) 


fi xF v RIO. 4. 26) 式 ,有 
T 
απ s exc. Gt. 2} | wd。 (44.32 


于 是 由 (4. 4. 27) 式 就 立刻 得 到 所 要 的 对 偶 估 计 式 (4. 4. 25). 引 理 4. 2 证 毕 . 

定理 4.1 jin 4, u = u(t, z) 是 元 维 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 
(4. 4. 23) -(4. 4. 24) 的 解 ,其 中 设 右 端 项 FG. x) 对 任何 给 定 的 上 GE [0. T], at 
变量 工 的 支 集 不 超过 {x || x | 过 tt 十 p), 其 中 为 一 正 数 : 


第 四 章 ”线性 波动 方程 的 解 的 估计 式 75 


suppF C (G, z) | 0<< t T, | x |< t4-p). (4. 4. 33) 
则 成 立 下 述 关 于 解 & 的 三 范 数 的 估计 式 : 
luG, 2 ian < C,( | μαι 13, Τι Ici» 
HIA SF | io τι" μην Ys 


0o«t«T, (4. 4. 34) 
其 中 
1 
Σ ἜΝ ΚῚ, (4. 4. 35) 
q(1-—q-—2) 由 下 式 决 定 : 
τ καὶ 
E a I 2 (4. 4, 36) 
q 2 n 
x Gs DARE a, 2| Le HE ERR χι — 1— 2 6 C, 是 一 个 可 
能 与 有关 的 正常 数 . 
证 记 
|D | = — A. (4. 4. 37) 


其 中 Δ, Ἢ Β' ERY Laplace 算 子 . 在 波动 方程 (4. 4. 28 ΙΡ. 252 
|D| 与 波动 算 子 口 的 可 交换 性 ,由 引 理 4. 2 易 得 
| ult, *) | Rir < C | |z Ç| D ΞΕ) | L O. T; LR") 
az CC |= x] DT Tarifas 


+I Ex (D I7 GE lito nian) 
eres T. (4. 4. 38) 


首先 估计 上 式 右 端的 第 一 项 . 
注意 到 (4. 4. 37) 式 及 为 的 定义 , 易 知 有 
C Dr? GG - ET «ον ἘΝ, 
其 中 ,函数 上 方 的 “表示 该 函数 的 Fourier 道 变 换 , 而 * 表示 卷 积 . 注意 到 在 
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Y d E με 3 
[ει 73 e c[. ét Eae 
R 


V 3 E" j E 
Le ολ e r0, 
R 


而 | erm |o I dli c 无 关 的 常数 ,最 终 就 得 到 


(| D| GA FG. z) 


d FG, 3) 
—C , χι - mdy 
R | x— y | 7$ 
FG. y) 
ου... (4. 4. 39) 
HESE |z—y|"** 


于 是 , 当 | z| 宇 14t 时 ,注意 到 |y [Lie zyl Sll- yS 


EINE 
: 从 而 


| (| D | GA F))G, >) | 
Bes ο... | χιΕ | Leg 


< C 
«C | x | 07? |x F Dus |x Mura 
EC 


4-5 | z Kusa J F || sers s (4. 4. 40) 
- 一 1 决定 ,从 而 由 (4.4. 36). 
3 
1 1 232 ° 
pom i (4. 4. 41) 
q 2 n 


H (4.4. 40) 式 并 注意 到 2224 É C4. 4. 41) 式 ,就 容易 得 到 


| Tal t D TREN | Baai 


eO rir | x F | LICR”) | | ]- ee | L (are 
SCUT | χιΕ Hin 
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= C0 +4) | χιΕ | ΠΟ (4. 4. 42) 
另 一 方面 , 当 | x | 过 1 十 + 时 ,由 第 三 章 (3. 3.12) 式 , 并 注意 到 (4. 4. 36) πὲ, 
易 知 
| Le Q Ὁ | GE Lease 
<+” || | D j^ OQ F) | Lag 
= (14-2) || χιξ | HIR’) 
< Cbr» | χιξ | L' cR") * (4. 4. 43) 
这 里 ,最 后 一 个 不 等 式 是 由 Sobolev t A GE TIE: 
H° *(R") C LZ (R) 
是 连续 能 入 ,并 利用 对 偶 所 得 的 ,而 g 由 (4. 4. 41) 式 定义 . 
合并 (4. 4. 42}-(4. 4. 43) 式 ,就 得 到 
| | X MS D |“ Gu FD | LIR”) «C FEY | χιΕ | L'R”) ° 
(4. 4. 44) 
从 而 
τας D με (χι) || i2, Tan» < C || ( γε) y F || ç, T; L' cg» 
(4. 4. 45) 


现在 估计 (4. 4. 38) 式 右 端 的 第 二 项 . 
注意 到 y, 的 定义 及 关于 下 的 假设 (4. 4. 33) 式 (不 妨 设 其 中 o> 1), 类 似 于 
(4.4. 39) 式 ,有 


(| D |“? GF). z) 


F(t, y) 
=cf UY -ᾱν 
R | x—y σα 
F(t, y) 
=ë] : m — UU dy. (4. 4. 46) 
tp yl >z | r—y [rte 


于 是 , 当 | = |> 204-0 时 ,类 似 于 (4.4.40) 式 , 有 


| Ad D| GFG, z) | 
<Ç |z 他 | XF | L'ig ， (4. 4. 47) 
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从 而 注意 到 n > 4, 易 得 
l læ CL I * (PF)) | ΠΠ 


= =, 
C | XF | Leg» | [8 | or) p ere 


= 
κ OG 47. | y=F || as 
z (4. 4. 48) 


CELAN | Fa es, 
另 一 方面 , 当 | x |< 2G + p) 时 , 由 第 三 章 (3.3.12) 式 及 定理 3.2 

1 3 Sk ah 
ου o5 ο GL 4.35) 


式 , 就 有 


[ | we BD CS E33 || a at 


<<GO I | D [7 GF) | eas 


= C,G HEY || XF || i7 cus 
(4, 4. 49) 


«Cl day m | XF | 2 m+ 
合并 (4. 4. 48}-(4. 4. 49) 式 ,就 得 到 


| | X Fad D | Go F)) | RO UAE JY | XF | LU Σι) ° 
(4, 4. 50) 


从 而 


| | T d D u Go F)) | 1* c0, T; L2 cg» 
« C, | Q 077 pF || a η cat (4. 4, 51) 


将 (4.4.45) 及 (4.4.51) 代 入 (4.4. 38) 式 ,就 得 到 了 所 要 证 的 (4. 4. 340 X. 定 


JH 4. 1 ΕΝ. 
$5. 线性 波动 方程 的 解 的 L?' ?估计 式 


考察 下 述 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 : 


Llutt, x) = FG, zs (£s z) € Μ.Χ R”, (4, 5. 1) 


£= 0 & = fia ü giu); z € WR". (4. 5. 22 


在 本 节 中 将 利用 第 三 章 $ 1.2 中 引入 的 L^ “空间 对 其 解 建立 一 些 新 的 估计 式 . 
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首先 证 明 
引 理 5.1 j#n2> 1.0 u= u(t, z) 为 Cauchy 问题 (4.5.1)-(4. 5.2) 的 解 . 
则 对 任意 给 定 的 实数 s. πὶ 5. 


| us 2 D ans < Ifl nas M lator 
ο. 
(4. 5. 8) 
此 外 ,对 任意 给 定 的 实数 o(0 < o < 1), AÈ 
ολ S M Funes +E Mg eta 


+| eey | Fer, «) || je-iery dt, VZ 0, 


(4, 5, 4) 
其 中 ΠΠ) 3) RR Sobolev 空间 ,其 范 数 定义 为 [ 见 第 三 章 的 (3. 3. 12) 式 ] 
IFI = | ELFE Dita (4.5.5) 
m f(6)Z fOa)95 Fourier # 4&. 
证 ”由 第 二 章 的 定理 3.1. 4 = ult, z) XJ x WJ Fourier 变换 为 
&(t, 8) = cos(| £ | t) 18) ασια. & CD 
f Set] iima FCr, £dr. (4. 5. 65 


由 此 易 得 
| dc. D [zt Fen |H- e IEG +| LE | Ῥία, 65 | da, 
在 上 式 两 端 乘 | 引 ,并 注意 到 (4. 5.5) 式 ,就 立即 可 得 (4. 5. 3) 式 . 
此 外 ,注意 到 对 任何 满足 0 三 co 过 1 的 o, 成 立 

| sin(| £ | 20 | xil| sinC| £ | | 

由 (4. 5. 6) 式 就 得 到 
πο €) ο |2-£ | £|7 | C) | 
+| uer LEI [FG 8) | de, 


从 而 立刻 可 得 (4. 5. 4) 式 . 证 毕 . 
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注 5.1 注意 到 在 nn 主 3 时 ,由 Sobolev HAH, 
H'(R c L" ( R“) 


Αλ JP τη. 从 而 由 对 偶 性 就 有 


LICR c H^ OR") 
DEG S OPEP 


(4. 5. 7) 


由 此 ,在 (4. 5. DA PHAR s= 0[ 或 在 (4.5.4) 式 中 特别 取 o = 0], 就 得 到 
ο ο ο 
+Í || Fér, 2 | sas dr), Ve 2=0, 
(4. 5. 8) 


其 中 g 由 (4. 5.7) 式 定义 ,而 C 为 一 个 正常 数 , 这 是 在 ?三 3 时 对 解 u(t, D$ L° 
范 数 所 建立 的 不 等 式 , 通 称 为 Von Wahl 不 等 式 ( 见 Von Wahl[ 81 |). 
315.2 在 引 理 5.1 的 假设 下 ,成 立 如 下 的 能 量 估计 式 : 


| Du(t, -) | ias < | E ge | nir 十 | 8 | Lag» 


+f | FC de ἨεΞεο, (4. 5. 9) 
0 

à 6 E 8 3 
其 中 D 一 iem Ox, 1. “-”Ἡ δα, )& D, = = * . Or, J. 


WE 由 (4.5.6) 式 ,有 
|£ | alt, €) = cos(| £| £) | ë | FE) +sin(| £ | 0 ϱ(6) 
ΠΕ £| ᾱ- εδ £de 


Ault, €) 


ση — —sin(| £| £) | E| FCE) +cos(| £ | 1) ££) 


十 | cost ξ| (t—7T)) Fr, &)dr. 


由 此 立刻 得 到 所 要 证 明 的 能 量 不 等 式 (4. 5. 9). 
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下 面 的 定理 对 Cauchy 问题 (4. 5. 1)-(4. 5. 2) 的 解 的 L? 范 数 给 出 更 为 精细 
的 估计 式 . 

定理 5.1 u= ult, z) 为 Cauchy 问题 (4. 5. 1)-(4. 5. 2) 的 解 . 则 

1° £&£nz3H.-«x 


| ult, 1) | Lag < | f | LIR 十 CH | £ | L'R”) 


-[« IP2CADE q. X, pipo 4 | Ε(τ. © || nan Je] š 
Vt 50, (4. 5. 10) 


其 中 gq 由 (4. 5.7) 式 定义 ， 
2” 在 元 一 2 时 ,成 立 


| ult, -) | ιβ’) < | f | LG") ου | g | LIR”) 


 |'6—0*Cl FG. 2 lan HOHO Fr, 9 .2.0)dr), 


Vt 2 0. (4. 5. 11) 
其 中 0 一 5 一 村， 而 4 满足 
Pd (4, 5, 12) 
q 2 
. . l4 2 
在 (4. 5. 10) (4. 5. IDA Pay; 为 集合 ἰ(. τ) || = |< 5 的 特征 函 
K.X 一 工 一 为 ， | Fe. .) || eta 一 | Ἐν FG, =) | L' cg") * | Ε(τ. -) || 142.3, — 


| Xo FC. .) | LU 2 R) s 而 C 为 一 个 与 frg: F Zt 均 无 关 的 正常 数 . 
uE ἩΆΠΕΗΗ n 3 时 的 (4. 5. 10) 式 . 
在 (4. 5. 3) 式 中 取 s = 0, 类 似 于 (4. 5. 8) 式 可 得 


| ult, -) | Dn x | f | D cag TC | 8 | L*cg"» 


+I | F(r, 9) | Hunde Vt 30. (4. 5. 13) 
0 


利用 第 三 章 的 定理 3. 2, 并 在 其 中 取 w — 1 及 a 二 E Tat 


| FCes 2 [των SC FG. 2 [ος 
{γαμος Ες, Λι) 055.10 
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其 中 g 由 (4. 5. 7) 式 定义 . 将 (4. 5. 14) 式 代入 (4. 5. 13) 式 ,就 得 到 所 要 求 的 
(4. 5. 10) 式 . 
再 证 明 n = 2 时 的 (4. 5. 11) 式 . 
注意 到 在 n = 2 时 ,由 Sobolev 租 入 定理 ,对 任何 满足 0 二 so 达 1 的 o， 
Η' (πο. CR?) 


1 1--σ 
2 2 


为 连续 嵌入 ,其 中 7 - = 5. 于 是 ,由 对 偶 性 就 有 
LICR) c H^ (RP) 
为 连续 能 入 ,其 中 g H (4. 5. 122 3XGE XL. 这样 ,由 (4. 5. 4) 式 就 得 到 
| ult, +) | Doa d | ΓΙ Lag ού | g | L'R) 


+Í G@— =) | F(z, 2 || pia) dz, Vz 0. (4. 5. 15) 
0 


f£ 0 ο αν ο πο ο. g) | | εξ, 


2 
就 有 


| Εἴτε -) | goa «CC | Frs -) | q. Xj 
+(1++) ° | Pr, τν (4. 5. 16) 


其 中 g 由 (4. 5. 12) 式 定义 . 将 (4. 5. 16) 代 入 (4. 5. 150 ,就 得 到 所 要 求 的 (4. 5. 11) 
式 . 证 毕 . 


注意 到 第 三 章 的 引 理 1.5 及 推论 1. 1, 由 定理 5. 1 就 立刻 得 到 
推论 5.1 在 定理 5. 1 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 整数 N > 0, 
1 Æn>3 时 成 立 


| us 2 rns < Ilut, 2D Dn 2 CN Il C0 2 Do 


+| | FG, =) | T. Ν. q. X, Εν | Ε(τ, 2 | r. T" ᾿ 
πετ δι (4. 5. 17) 
其 中 g 由 (4.5.7) 式 定义 . 
2 Ίπ-- 284 SE 


lat, Shes |α(0, [asa HEN | oto, ο κιν. 


第 四 章 ”线性 波动 方程 的 解 的 估计 式 83 


二 | aso | FCr, 2 |. saa x 


OO | FC, D ll n νιι.ο.-κ)άτ), VEO, 
(4. 5. 18) 


其 中 ο. 而 g ΒΙ(4. 5.12) X X. 


在 (4. 5. 17) (4. 5. 18) XP, lu(0, D lp o 表示 lut, «) εν. £ 
t 一 0 时 之 值 , | u,(0, 3) | T. N.q 表示 | ú, (t, 1) | P, Να 在 t 二 0 时 之 值 . 

类 似 地 ,由 (4. 5. 8) 式 可 得 

推论 5.2 Æn>3m, u= ult, z) 为 Cauchy 问题 (4. 5. 1) -(4. 5. 2) 的 
解 , 则 对 任意 给 定 的 整数 N > 0, 成 立 


leel anna SCE || ω{ο, -) || τ. wt td [τιν 
十 | | Είτ, 2) | Is 3 . Vt = 0. (4. 5. 19) 
0 


其 中 gq 满足 (4.5.7) 式 . 
定理 5.2 ik n — 2,46 98 5.1 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 pp 放 2, Ax 


ο aan SECO R77 Fe 
+ legla +E OEE 2 [κα 


HAHO CEO | FG 3 [is a)dr) , Va 20, 


(4. 5. 20) 
其 中 


ων (4. 5. 21) 


m CA—45 f, g, 下 及 1 均 无 关 的 正常 数 . 
证 ”由 第 三 章 定理 3. 1 中 的 (3. 3. 11) 式 ,并 在 其 中 取 4 — = ΒΡῈ 


Lats «lu acus σα EET? [με ων... Ces BD 


其 中 s 由 (4. 5. 21) 的 第 一 式 给 出 ,从 而 0 二 ;一 » 这 样 ,由 (4. 5. 3) 式 就 得 到 
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1 1 
lut an SCAO CPG] IF lirar 


+ lg lara +S IFE Ὁ Iande). 


(4. 5. 23) 
再 由 Sobolev i A E. 
H'™( R") C L” ( R”) 
为 连续 嵌入 ,其 中 地 = 2.73. ptio itte. 
L'(URO C HR") 
为 连续 能 入 ,其 中 y 由 (4. s. 21) 的 第 二 式 定义 . 于 是 ， 
lg latas S CI || ag: (4. 5. 24) 


再 由 第 三 音 定 理 3.2, 并 在 其 中 取 ;二 1 ;及 a 一 一 ,就 有 


| Fr, s | mae < CC | Für, 动 | y. X| 
0 6) | Fr Hi) (4.5.25) 


HEt y HA. 5. 21) 的 第 二 式 定 义 . 将 (4. 5. 24)- (4. 5. 25) 代 入 (4. 5. 23) ,就 得 到 
所 要 求 的 (4. 5. 20) 式 . 


利用 第 三 章 的 引 理 1. 5 及 推论 1. 1, 由 定理 5. 2 就 立刻 得 到 
推论 5.3 在 定理 5. 2 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 整数 N 00, 成 立 


| ult; *) | T. Ν. p. 2. Xo 


« CO-pix tm Go S | Pag Fla 


I| SN 


ο μα. 


n—2 


TOTO CP? | FG, J) | ο saa adr], Ἡ 5:0, (4. 5. 26) 


AP p > 2, s & Y d (5.20. AX E Χ. Το, Drs 表示 
| Tult, 2 | gru 在 上 一 0 时 之 值 ,而 C 是 一 个 正常 数 . 
注 5.2 定理 5.1 中 的 (4.5.10) 式 是 在 李 大 潜 , 俞 新 [46] 中 建立 的 . 
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86. 线性 波动 方程 的 解 的 L' - 工 ” 估 计 式 
本 节 旨 在 利用 初 值 及 其 若干 阶 偏 导数 的 L' 范 数 来 估计 线性 波动 方程 的 相 
应 的 Cauchy 问题 的 解 的 L” 范 数 . 这 样 的 一 些 估计 通称 为 L' -1” 估 计 式 . 
6. 1， 齐 次 线性 波动 方程 的 解 的 工 -L fita 


定理 6.1 iEn 2. 2 u= ut, x) 为 下 述 Cauchy 问题 


mM ac) = 0, Cta x) c Rx R”, (4.6. 1) 
£= 0: = ία). u, = glr), x € Ν' (4. 6. 2) 
的 解 , 则 成 立 


n—l 


| ult, z) I< C( 14) z (| Fm tn + | g letta: 
για) € RX R" (4. 6. 3) 


X 
n-1 
DICE καν € CKI-4-2) 2 ( | fl wr legh + | g Il wq. VEZEO, 
(4. 6. 3)' 
其 中 C Z2—45(f. g) 及 t 均 无 关 的 正常 数 . 


证 ”由 第 二 章 所 述 的 解 的 表达 式 (2. 1. 14) (2. 2. 3) 及 (2. 2. 11) ,并 注意 到 
(2. 2.5) 式 , 易 知 有 


uli. α) eC. | (G^ —| x— y [fody 
+| izy 195gCy)dy| 
= G μι E —| x— y |°) /fOG)dy 
μου 
= C [| x (* —| y |D fi ydy 
jas G —|y [alr— y)dy}, (4. 6. 4) 


1 


其 中 C, = — Ὁ (9) 由 第 二 章 中 的 (2. 2. 4) (2. 2. 5) 式 定义 ,而 式 中 的 积 
2m? 
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分 则 表示 广义 函数 意义 下 的 卷 积 . 
首先 估计 
r= | ae të --ἰ gie dg (4, 6, 5) 
€y-rt,MPr-|y|l.€eSs" ,有 
£= |a ee (4. 6. ϐ) 


其 中 do, 为 单位 球面 S” 上 的 面积 微 元 . 
由 第 二 章 中 之 (2. 2. 5) 式 ,对 任意 给 定 的 整数 冯 之 0, 易 知 有 


(3,) I (ᾱ--, AT 


2r 

于 是 

κε s. m d 9 f _ = +m 2 E NEP n—1 

Ie em ==) x; s te (Ë 8) - g(x— r£)r" drdo,, 

(4. 6. 8) 
注意 到 第 二 章 的 (2. 2. ΑΧ C0 B xS C (y 5:0), 容易 验证 : 若 特别 取 
n—3 
: GE nCR 3) 为 奇数 ; 


mi == 2 (4.6.9) 
TTE E nC» 2) 为 偶数 ， 


则 当 a 为 任何 满足 1 < a < m 的 整数 时 , 恒 有 
(LY am eo» 
1 L y> 
ae ul 


于 是 ,在 (4. 6. 8) 式 右 端 对 7 进行 m 次 分 部 积分 ,就 可 得 到 


1 —Ó 
arer] = 0. (4.6.10) 
r=0 


1— | =" e (8. π-} GG rr drda (4. 6. 1) 
R" 2r 


ἩΠἩ m 由 (4. 6. 9) 式 决定 . 
由 (4. 6.9) 式 ,有 
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n—1 


2 


— GE n 3) 为 奇数 ; 
m = (4.6.12) 


— Ë ac 2) 为 偶数 ， 


从 而 由 第 二 章 中 之 (2. 2. 9) 及 (2. 2. 10) 式 ,X 7 
(4. 6. 11) 式 易 得 


= + 是 一 个 正 测度 . 于 是 ,由 


PRE” SHE χε Aem (? — r) | ϑιρ(α--τΕε) | r7 ”tdrdo. 


[cm 
Sex x diem (6 一 | y | y | Γἰρία--γ) ||» | πάν, 
TESTE R" 
(4. 6.13) 
今 8 ης aue 9 a 
于 此 及 今后 ,C 及 C, 等 均 表示 一 些 正 常数 ,而 卫 , = Fa - e. 
Xi 4 


现在 对 任意 给 定 的 k k |< n0 , 考察 积分 


h =| pT ( —| y | | Dig€z—y) || y | 7 dy, (4. 6. 14) 
^ 
y= (ys y^), (4. 6. 15) 
其 中 


=i (y, g eq Yi» y” = Cyn uidi: 343. (4, 6. 16) 


注意 到 (4. 6. 9) 式 ,在 | k | zm B EA |k |+ 1< n Cy! 及 y” 均 为 非 空 . 由 于 
|y" || y |, ΙΑ. 6. 14) 式 可 得 


n—l PE 
«| x9 ve ο I | y” ο 


` aA m 2 F j2 y H |—2m4 ” 
«Jem Q —1 > riy! dt mma) 
"sup | Dig(z— y) | dy”. (4. 6. 17) 


5|386.1  xj4£ X25 4$ RC] E | m), 3 πι 由 (4. 6.9) 式 给 出 ,对 任意 给 
定 的 实数 民 , 成 立 


[55 


其 中 Cat- 485 REX 48 *T 88 55 | E | XI IET 


w R= P3 [4m | Pil dy s EL (4. 6. 18) 
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证 ` R< 0HJ,H Z (y) 的 支 集 性 质 ,(4. 6. 18) 式 左 端的 积分 恒 为 零 , 引 
理 之 结论 显然 成 立 . 


4 R > 0 RF, y” = VRz”, 注意 到 x (y) 为 y 的 a 次 齐 次 函数 , 易 知 有 
[nz 
- [x 


其 值 与 尺 无 关 . 因此 ,为 证 明 引 理 6. 1 ,只 需 证 明 上 式 右 端 之 积分 值 为 有 限 即 可 . 
在 n( 宇 3) 为 奇数 时 ,由 (4. 6. 12) 式 及 第 二 章 中 的 (2. 2. 9) 式 ,(4. 6. 19) 式 右 
端 之 积分 化 为 


dm (R° 一 | γ΄ η | y” | ek d 


we C-| 227 ος [oe dur. (4.6.19) 


Iz CL — E [2) | z" ως 
ih z” |) | z” dg” 
= faza -| z" |) | z” dz” 
1 n # |—2m3-|&| 1 
== é0—|z |) | = | dz «roo; 


而 在 n( 宇 2) 为 偶数 时 ,由 (4. 6. 12) 式 及 第 二 章 中 的 (2. 2. 100 3X. (4. 6. 19) 式 右 
端 之 积分 易 知 可 化 为 


| (1—| z" |2) | z^ | >t az" 


a" —2m4- | | 1 
=|; = dz" = ο) μα 
lei /x(1—| α” |?) 9 71= 2 


其 中 C 为 一 个 与 |&| 有 关 的 正常 数 . 
这 就 证 明了 引 理 6. 1. 


利用 引 理 6. 1, 由 (4. 6. 17) 式 就 可 得 到 
I, «ο sup | Deg(z 一 >) | dy (4. 6. 20) 
再 注意 到 如 下 的 恒等式 : 


(ν΄, y”) = σωμα 


MES 


-f NT h (y, eT P 
Yn 
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FEH PR Ay’, y = Dig (x 一 y), 由 (4. 6.20) 式 就 立刻 得 到 
LG || gyi igs (4, 6. 21) 
从 而 由 (4. 6. 13) 式 就 得 到 
7 «Μα ο (4. 6. 22) 
下 面 证 明 ; TE t 2 时 成 立 
lI |< Cr € |z etiam (4, 6. 23) 
其 中 ο — 4 5j t 无 关 的 正常 数 . 
证 明 分 下 述 三 步 进 行 . 
G) 对 任何 给 定 的 上 全 2, 车 在 g 的 支 集 上 成 立 
1 
ο τι (4. 6. 24) 
其 中 7 王 | y|. 则 
0, (4. 6. 25) 
从 而 由 (4. 6. 5) 式 ,并 注意 到 χ (9) y 的 齐 a 次 函数 ,就 有 
=| XU G^ --ε λεία — y)dy 
R 
=y T a (e — 877 gi — y)dy. 
R 


于 是 ,注意 到 (4. 6. 25) 式 ,有 


n- 


{κο || g || ats (4. 6. 26) 
GD 对 任何 给 定 的 上 全 2, FE g 的 支 集 上 成 立 
Ep Ἰ; (4. 6. 27) 
Hr r-—|y|, w 
PRI» Ad (A. 6. 28) 


从 而 由 (4. 6. 13) 式 (在 其 中 以 m + 1 RE mx, 此 时 不 等 式 显 然 仍然 成 立 ) ,就 可 
得 到 
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n—1 ; 9 
μας 5 | αἙἝ”“ [δ -- | Digta —) | r Εαν 
=<m+1 


41 
t —2m-—24- |&| "T : 
n δ `, E | χε ede (@ — y) | D'g Gr — y) | dy 
R 


|#| <m+-1 


dép 3 | yp τ” εχ. γγ | Βδρ(ς- ον) | dy, (4. 6.29) 


Ie mt R" 


当 n( 宇 3) 为 奇数 时 ,由 (4. 6. 12) 式 ,并 利用 第 二 章 中 之 (2. 2.7) 式 ,有 


n—1 


4r po oh gy = HG», 


于 此 H Ἢ Heaviside 函数 ,从 而 由 (4. 6. 29) 式 并 注意 到 (4. 6. 9) 式 ,立即 可 得 


n= 


1 
ο ts. (4. 6. 30) 


当 n( 宇 2) 为 偶数 时 ,由 (4. 6. 12) 式 ,利用 第 二 章 中 之 (2. 2. 4) 式 ,并 注意 到 
(4. 6. 27) 式 , 易 知 


Xin (2—r)= CE —r «Ctr < C, 2t, 
于 此 C, 是 一 个 正常 数 ,从 而 由 (4. 6. 29) 式 并 注意 到 (4. 6. 9) 式 ,立即 可 得 


| I ertt d. | 8 | WZ qg- (4. 6. 31) 


Gii) 综合 估计 (4. 6. 300-(4. 6. 31) 式 ,并 利用 单位 分 解 ,就 易 知 (4. 6. 23) K 
成 立 . 再 注意 到 (4. 6. 22) 式 ,就 可 得 到 


| T| Ct 


n—l 


| T| τες ? 


ο tus. (4. 6. 32) 
类 似 地 可 证 

ΚΗ ο ο dy s CQ E IF ria. 
(4. 6. 33) 


这 样 ,由 (4. 6. 4) 式 就 得 到 所 要 求 的 (4. 6. 3) A. 6. 3 R. 定理 6. 1 证 毕 . 
推论 6.1 在 定理 6. 1 的 假设 下 ,进一步 假设 初 值 (/，g) 具 如 下 的 紧 支 集 : 


suppl f» g} C (x || x |< p), (4. 6. 34) 


其 中 6 为 一 个 正 数 , 则 成 立 


| ult z) | COH EH z |y TAH 
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i4 | f | w" gy 十 [ £ | wh 1g) » (4. 6. 35) 


其 中 CC, 是 一 个 仅 依赖 于 p 的 正常 数 . 此 外 , 当 π(8) p ΑΚ, 129059 Ἡ nC 
n—1 


2) 为 偶数 时 ,0 < / < 


证 ”由 波 的 有 限 传播 速度 ,在 解 = ult, z) 的 支 集 上 ,t 一 | z |> o. 
在 


—p=< :—| x |< 2p 
时 , 易 见 对 于 任何 给 定 的 /三 0 值 , 均 可 由 定理 6.1 推出 (4. 6. 350 3X. fE 
t—| z |= 20 
时 , 若 nC>3) HTA MBENE, u(t, α) = 0[ 见 第 四 章 (4. 2. 4) -(4. 2. 5) 
RITAS 2) 为 偶数 , 且 0 < Lc T, IB RH 2.1, 亦 均 可 推出 
(4. 6. 35) 式 . 
6.2. 非 齐 次 线性 波动 方程 的 解 的 五 - L^ fiio 


5| 6.2(J.-L. Lions EG) ΕΩΣ R'A — AR. C" 4 3-0 Fm 220 2; 
整数 ,而 1 < p «roo. MAEA W”: P (Q) 2| WR”) 的 延 拓 算 子 P, 使 
*HEBNZESucW'"*O», 


Pu € W^^(R"), (4. 6. 36) 


| Pu || we ^g, < C | u || w": o ° (4. 6. 37) 
其 中 CC 为 一 个 与 无关 的 正常 数 . 
证 2 66]. 
5|18 6.3 设 B 为 R" 中 以 原点 为 心 、 半 径 为 + 的 球体 . 则 对 任何 给 定 的 整 
É m > 0, 存在 一 个 延 拓 算 子 P” ,使 对 任何 给 定 的 函数 f € W"'(ODPTf A 
TLEAN IR" E 5 SC. EL, 3E 
ΙΡ (ΡΟ | pae, s C Σ) 17" | pf log. V| a |κς παν 


LESE 
(4. 6. 38) 
其 中 CC 为 一 个 与 了 无关 的 正常 数 . 
证 当 1==1 时 , 取 Pr 为 上 引 理 所 述 的 Lions 延 拓 算 子 , (4. 6. 38) 式 就 是 
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T 


(4. 6. 37)( 其 中 取 p = D 的 直接 推论 . 在 一 般 情况 下 , 令 3 = —, fO) = 
F(Z) 988 Ρ7γία) = Pr FE = Pt f) ΜΗΝ c = 1 时 成 立 的 


I DECPT p | dtes SEC EE | DE f | Lag t V|a|zm. 
|l =< |αἱ 
由 Scaling 就 立刻 可 得 到 所 要 的 (4. 6. 380 X, 
推论 6.2 在 引 理 6.3 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 1 宇 1, 成 立 
| ES | Ww leg < Ga | P. | w^" B) . (4. 6, 39) 
JP C, £#—45 f Z t 1 ΒΚ ΕΠΑΕ. 
9|38 6.4 i n>2,H u= ult, z) Æ Cauchy 问题 


Llu(t, z) = FG:)ó(t—| x |), G, z) € χε, (4. 6.40) 


t= 0: ü =, u, = 0 (4. 6. 41) 
的 解 . 若 
suppF C (x | 1<| x | 2), (4. 6. 42) 
则 成 立 
| utt z) 1 CO 4- EH αρ G +| 6] x |} | F Hits 
(4. 6. 43) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 . 此 外 , 当 nOD AA, 12 0; m Ἡ n(2> 2) 为 偶数 时 ， 


pap l 


WE 由 波动 方程 (4. 6. 40) 右 端的 特殊 形式 ,并 注意 到 (4. 6. 42) 式 , 易 见 在 解 
u = ult, α) 的 支 集 上 ,t 宇 1 有 是 1 一 | z |> 0. 
G) 首先 证 明 : 在 1 一 | z |> 6 hl ,# n(2> 3) 为 奇数 ,有 


πες 7X) Ξ0. (4, 6. 44) 


m π(222) ΗΔΗ 
| -ζεν ακομα ος ΕΙ (4. 6. 45) 


这 样 , 易 见 在 此 情况 下 (4. 6. 43) 式 成 立 . 
由 Duhamel 原理 ,Cauchy 问题 (4. 6. 40)-(4. 6. 41) 的 解 可 写 为 
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u = ukt ο) =Í v(t, x; t)dr, (4. 6. 46) 


0 
Hp v= v(1, z; τ) 为 下 述 Cauchy 问题 的 解 : 


[]u(4, x; τ) = 0, (4. 6. 47) 
£ = tp = Ó, v, = Ε(αλδίτ--| x |). (4. 6. 48) 


注意 到 (4. 6. 42)5&, 0 = olt, z; z) 具 当 1 之 r+ 志 2 时 不 恒 为 零 ; 于 是 , 当 1 宇 2 
时 , (4. 6. 46) 式 可 写 为 


2 
κ. z =| μέν an td, (4. 6. 49) 
1 


A —|z | 宇 6 时 ,对 1 过 t+ 声 2, 成 立 (1 一 +) 一 | ας | 宇和 4. ËF, H (4. 2.4) = 
(4. 2. 5) 式 , 在 n( 宇 3) 为 奇数 时 ,v(t, z; τ) — 0. JA EH C4. 6. 49) 式 就 得 到 (4. 
6.44) 式 . 又 由 定理 2.1, 在 n( 宇 2) 为 偶数 时 , 易 见 有 


7 一 | 


| v(£, z; z) | «-Ο((“--τ)--| α |?” š 


| Ε(δίτ--| : D | L'R”) 
« CG --| x LEN | Ε(-}δέίτ--] - |} || peas: 
从 而 由 (4. 6. 49) 就 容易 得 到 (4. 6. 450 XX. 


GD 24 0 C :—| x |< 6 BE BF 121. 易 知 此 时 所 要 证 明 的 (4. 6. 43) 式 等 
UE 


| aG. x | Gr || P || oas, (A. 6. 50) 


由 第 二 章 定理 2. 1, 利 用 Duhamel 原理 ,并 注意 到 Y* Ἢ a 次 齐 次 函数 ,我 
们 有 


uli, 2 es | | Ea- εν x Cdr) y Ddyár 


= GJ] xm πο ο ο s ]Ydsdr 


=c,| x E- y D- ary DEO dy 


n—1 


=c,| ai? € a Ë +2(z, ο) --δε | ν]}ΡΩθὰν 


=G | xi (Pra EE y |)FG0dy 
R' |z| 
一 人 (ar 大 与 p, | (4. 6. 51) 
ος 1 
ἈΠΕ ΚΑΕ, C, — — ， 


2v 2 
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r= | = ο. y |)FCy)dy， (4. 6. 52) 
Mle, y) 为 x 与 y 的 内 积 , 且 
iia eL, btaz p+ 421) (4. 6. 58) 
与 了 无 关 ， 
`4 0 < :—| z | 过 6 时 ,显然 有 
Oscusl, eher (4. 6. 54) 
XX FF ,为 证 明 (4. 6. 50) 式 ,只 需 证 明 : 对 由 (4. 6. 520328 {4 I. JT 
| Eje CI E gn t; (4. 6. 55) 
其 中 C 为 一 个 不 依赖 于 a o 的 正常 数 . 
由 旋转 对 称 性 ,不 妨 设 
个 
Pp ἂν ες δὸ, 
PE 
从 而 (4. 6. 52) 式 可 写 为 
ο νι vi --] DIR (4. 6. 56) 
令 
y= (Q: y”), 
并 令 


ν΄ = qo, 
其 中 g =| ν΄ |,e € S". 由 第 二 章 的 (2. 2. 5) 式 ,容易 得 到 
(- La, Jg Gtay =y D —X Gray —| y D. 
(4. 6. 57) 
Hh m H (4. 6. 9) 式 给 出 .类似 于 (4. 6. 11) 式 的 导出 ,通过 分 部 积分 ,(4. 6. 56) 
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式 可 写 为 
r= jas |, T tanl ο |) 


p) (Fyi, yq dada. (4. 6. 58) 


ΙΙ 


HEE [ax]. poni -| y D IF | qnt dgda 


Ox Im 


D Jas], 


C 2a, 
(Gay T| y Dx Bp a "m ((b-I-ag49* —| y |°) 


R” 


ΠΗ αμ... 


‘| DF μα μι, 
^ ο ο ΕΕ”... 


π' 
(4. 6. 59) 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 的 得 到 利用 了 (4. 6. 12) 及 (4. 6. 42) 式 . 
现在 我 们 对 每 个 给 定 的 (C0 < | < πι), 考虑 积分 
r= | x=" (bay! y I | DF || y! às. 
(4. 6. 60) 
4 
y = y» t» uis = Glas a X» (4. 6. 61) 
并 记 
(b4-ay,  —| y jl = RGO 5" |”, (4. 6. 62) 
其 中 
RGN = b+ay) 一 | ν΄ |°. (4. 6. 63) 


注意 到 | y^ || y |» 由 (4. 6. 60) 式 有 


n< [ (xe 


u—1l 
Ee R| g” |" | tiay” sup | DF | dy, 
y” 


(4. 6. 64) 
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从 而 类 似 于 (4. 6. 21) 式 之 证 明 , 就 可 得 到 

I, C, || F || ον (4. 6. 65) 
Xx FÉ . H (4. 6. 59)- (4. 6. 60) 式 就 得 到 (4. 6. 55) 式 ,从 而 (4. 6. 500 5X BL CA. 6. 43) 
式 此 时 成 立 . 


合并 (iD 及 (iD 中 之 结果 , 即 证 得 引 理 6. 4. 
注 6.1 车 将 假设 (4. 6. 42) 换 为 


suppF C 42 | z s|asx|sers (4. 6. 66) 
ΣΥ r, Z r, ΑΧ rry 的 正常 数 , 引 理 6.4 09 453645 HL >. 
5| 6.5 在 引 理 6.4 的 假设 下 ,成 立 
| ult, z) | CO ο Ες. lay: ΥΘΕ 
(4. 6. 67) 
其 中 CC 为 一 个 与 政 及 t 无 关 的 正常 数 ,B, 为 R" 中 以 原点 为 心 、 半 径 为 t 的 球体 . 
此 外 , 当 nC23) ΦΑΝ. 12058 38 nC 2) 为 偶数 时 ,0 去 [去 卫 一 工 
证 ”注意 到 在 解 = ult, z) Bx S b.c 1.41 m tE c 1 时 证 明 
(4. 6. 67) xk. 


4 F” ΔΕ # B, 上 的 限制 ,并 令 G= P; ΕΙ fiit 6.2 中 的 Lions 延 拓 
SET. Wt o = υίτ, χ) 为 下 述 Cauchy 问题 的 解 : 
[Πυίτ. x) --σ(α)δίτ--| z |), (z, z=) € RX R”, (4. 6. 68) 
rese 0; c0. (4. 6. 69) 


H Lions 延 拓 的 构造 方式 (参见 L66]) 易 见 , 在 下 满足 (4. 6. 42) 时 ,其 延 拓 G 必 满 
足 形 如 (4. 6. 66) 的 条 件 . 这 样 ,由 引 理 6. 4 及 注 6. 1, 就 得 到 


| we α) |< CO 4 e| xz T AH el x [7 IG lens 
(4. 6. 70) 


特别 有 
| v. α) | CO. λος e] n L7 MG Hes. 
(4. 6. 71) 
由 推论 6.2, 有 
[0 get κο F| wm. (4. 6. 72) 
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此 外 ,对 任何 给 定 的 + 三 1, 由 定义 ,在 |zx | 二 +: 上 G(x) 寺 F(z), 从 而 对 满足 0 过 
rt 过 1 的 一 切 t 值 ,方程 (4. 6. 68) 可 写 为 


υ(τ, z) = F(x)6(r—| x |). (4. 6. 73) 


vit, z) = ult, m), Vx € R (4. 6. 74) 


将 (4. 6. 722 & (4. 6.74) 代 入 (4. 6.71) 式 ,就 得 到 所 要 求 的 (4. 6. 670 X. 证 毕 . 
引 理 6.6 το, ΗΒ u= u(t, x) 是 下 述 Cauchy 问题 的 解 : 


| ult, z) = Flt, z), G, z) E RX R”, (4. 6. 75) 
t = Ü ' u= Dy ü, = Ü, (4.6.76) 


其 中 右 端 函 数 FG, x) 满 足 


suppF — la, DIS] z |== 2, | #—| zi " (4. 6. 77) 


则 成 立 
em 
| | FCe, 2 |z, id (4. 6. 78) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 ,Q 由 第 三 章 中 的 (3.1. 17) X 3. 此 外 , 当 7( 三 3) 为 奇数 
BL 083 2) 为 偶数 时 ,0 < < TL, 
证 ”对 于 任意 给 定 的 g€ R ,— 
F,(t, z) = FC| z |— q, 3060—] z |). (4. 6. 79) 


I 1 
由 假设 (4 6.77) 式 , 当 | q |> IE, = 0. 


t, x) — (t 4-9)0(x). (4. 6. 80) 
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= [[[8«— «9 — WF y |--α. ν)δίτ--| y Ddrdydq 
= [[&«— e FC z 1-4, α)δίτ--{ z |)drdq 


== k r |+q)F(| z< |À— q, z)dq 
= FG, ον, (4.6.81) 
于 是 ,对 波动 方程 的 基本 解 瑟 = EG. z) ( 见 第 二 章 ὃ 2) ,就 有 


E * F = Ex ÍF, * qdq 
= [E= F, xr dq 
-ᾖ]]δι--τ oor — WExF), Wdydrdg 
= |(ExF)(+g, z)dq, (4. 6. 82) 
从 而 Cauchy 问题 (4. 6. 75)- (4. 6. 760 WJ fij 
ilis abes | ex Per xz)dr 
= | [E+ F) +a dade 
= || (Ex Fo cea z)drdq 
- J| Ex F,) (z, z)drdq 
= [Gt q, z)drdq, (4. 6. 83) 
其 中 记 
"P = | (Ex Fic, α)άτὰᾳ. (4. 6. 84) 


H (4.6. 79) 5X. u, = u(t, x) 是 Cauchy 问题 


wa, = F, G, α) = FO α|--ᾳ, α)δί--| x |). (4. 6. 85) 
t=gqg:u,=0, (u,), = 0 (4. 6. 86) 


的 解 . 由 引 理 6.4, 并 注意 到 | q |< + AI 
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| uG4-q» α) | < ο λεν z (1+|:+q—] z ||)“ 
m μοι, | D;F(| X αι a | dx 


s CO4-£4-| h T 


5 | | DIFC| x |--94» z) | dx, (4. 6. 87) 
lal<n—1 lr] t-q 


从 而 由 (4. 6. 83) 式 就 有 
at a | ee Ci pe ED Y OS eb zT 

Ji. MPa [2,25 [edi (4. 6. 88) 
r|« tq 


[e| n— Y 
再 由 第 三 章 中 之 引 理 1. 7, 并 注意 到 (4. 6. 77) 式 ,就 可 得 到 
| el Bd [1 
= ἃ) H |Θ!ΩΐΕ(! x |—q, z) | dxdq. (4. 6. 89) 
kr |B| n—T |z|<t+q 


但 注意 到 3, ο μμ. 


ƏF(| x |--ᾳ: α) = F,(| z |—q, 7z)+F,(|zx|—g, z) 
QGF,-rErF, 4- (rF,+ tF.) 


t+r 
LE 
ER E (4. 6. 90) 
t--r 
其 中 记 
k. = δε, (4. 6. 91) 
i=1 T 


Im L, A L,G = 1, =, n) 分 别 由 第 三 章 中 的 (3. 1. 8) 及 (3. 1. 12028 HH. 这样 ,由 
(4. 6. 89) 式 就 可 得 到 
| ulis z) | CG +#-+| x73 “Let £5] x [11 


0M | [1 EF, 2 | drdr 


lal<n—1i 
= CA ΕΗ z Εμ ο. 
0 
(4. 6. 92) 
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其 中 Q 由 第 三 章 (3. 1. 17) 式 给 出 ,而 上 || 5.,_1.1 由 第 三 章 (3. 1. 32) 式 定义 , 这 
就 是 所 要 求 的 (4. 6. 78) 式 . 5188 6. 6 证 毕 . 
6.3, 线性 波动 方程 的 解 的 L -Lit 


现在 我 们 要 在 前 两 小 节 的 基础 上 ,证 明 如 下 两 个 有 关 线 性 波动 方程 的 解 的 
L'-L^ 估计 式 的 重要 定理 . 
定理 6.2 设 即 人 三 2, 并 设 x = ult, x) 是 下 述 Cauchy 问题 的 解 : 


YE 2) = FP (b, us (^ x) c Rx R”, σα 6. 93) 
$= 0 š qa = 0,0. (4. 6. 94) 


则 成 立 


ας, | 和 | 
T E IaH- τὸ ΓΕ, lim de, (4. 6.95) 
0 |a|<n—1 
其 中 C -- A E 3k T KAZE. IDAL. yk $F, Ἡ nC 3) 为 奇数 
n—1 
EA 
定理 6.3 itn — 2.3t iE u = ult, x) 是 下 述 Cauchy 问题 的 解 : 


时 ,/ 之 0; 而 当 n(— 2) 为 偶数 时 ,0 < ¿/ < 


E (4. 6. 97) 


Wa z) = >;CGƏ,F(t, x), G, z) € Rtx R^, (4. 6. 96) 
a=0 
£ — Q š u = y w, 0, 


其 中 C, (a—0; Jis ιών. n) Ἂ ἃς. W] jx, ᾱ. 


| utt a Iced pap [Y 79 
n-l 


| (a+) z || FC; -) | pras tatr T | FC, -) | Im. |) dr， 
0 
(4. 6. 98) 


其 中 ο 为 一 个 正常 数 ,而 了 由 第 三 章 (3. 1. 18) 式 定义 . 

为 证 明定 理 6. 2 ,我 们 先 证 下 面 两 个 引 理 ， 

516.7 πο. — ut. x) 为 Cauchy 问题 (4. 6. 93)-(4. 6. 94) 的 
解 , 且 


suppF — (G, α) | # +| x |* < 4), (4. 6. 99) 
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则 成 立 
Ee 
| EG, Ὁ lwad, (4. 6. 100) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 , 且 当 CR 3) 为 奇数 时 ,1 宇 0; 而 当 n( 宇 2) 2483 IE ,0 < 
n—1 
Eo 
证 由 Duhamel 原理 ,有 


hg 


ut. x) fva, z; τ)άτ, (4, 6. 101) 
0 


trh o = v(t, x; τ) Ἢ Cauchy 问题 
Pe Æ) = (4. 6. 102) 
£= s my == Qa v, —.FCr, 33 (4. 全 103) 


的 解 . 

由 假设 (4. 6.99) ,有 suppF C (0G, z=) | 0 < + < 2, | z |: 2) , Ai v = 
vlt, z; r) XfE0 < < 2 HAERE, HAMA suppF(z, r) C {x || z+ < 2). 
这 样 ,由 推论 6.1, 有 


| ει jezCti-be—e-- | e [37 Qi T-| zl 
- [Fü 3 asas (4. 6. 104) 
ΠΕ 0 < r < 2 BUE 
liv HxbEIdÓCÜ | 
及 


1— t—2 
3 Hie ly 3 


)i4ceidafel Ee 


又 有 
l] t——] z | [s TH £=] z | H0 RH #=| z | |&&3šç1-=F| #=| α-|}} 
K 


τς || 


1Γ[ἑ-τ-|α||511:- 5 
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>14 —— >+: FI 


H (4. 6. 101) € CA. 6. 104) 式 ,就 立刻 得 到 所 要 求 的 (4. 6. 1000 3X. 
引 理 6.8 δι τα, z) 是 Cauchy 问题 (4. 6. 93)-(4. 6. 94) 的 
解 , 且 


suppF € (G, α) | 1& --[α |? a 4k, (4. 6. 105) 


则 成 立 


| uCt z) | COE o eH] x 77 OH t x | p^. | Ges 22 | uen ad es 
0 
(4. 6. 106) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 , 而 Q 由 第 三 章 (3. 1. 17) 式 给 出 . p $F, Β 8 nC93 95 EXC 


Br.IZR05 而 当 7 人 2) 为 偶数 时 , 0 < ! < nl 


证 (i) 设 在 下 的 支 集 上 成 立 | 1 一 | x ||2> —. 由 第 三 章 (3. 1. 54) 式 ,对 任 


何 多 重 指 标 ,有 


4 
4 


| DF α) [EC 9, | FG 2 |, (4. 6. 107) 


o< ΠΒ <a 


从 而 由 引 理 6. 7 立刻 就 得 到 所 要 求 的 (4. 6. 1060 3X. 
Gi) 设 在 下 的 支 集 上 成 立 | 上 一 | az | < 则 所 要 求 的 (4. 6. 106) 式 可 由 引 


理 6. 6 直接 得 到 . 

GD 在 GD 及 (iD 结果 的 基础 上 ,对 一 般 的 情况 ,由 单位 分 解 即 可 得 到 所 要 求 
的 结论 . 

现在 证 明定 理 6. 2. 

在 假设 (4. 6. 105) 下 ,由 引 理 6. 8 中 的 (4. 6. 106) 式 , 易 见 可 得 


[wt z) | CGH x|Y7* |£#=] z [[ 
| > dC: D^ FFC, 2 || ayar, (4. 6. 108) 


0 |a|<n—1 
对 任何 给 定 的 人 二 0, HE u = u Gs. Xz) 为 相应 于 右 端 函数 F(z, x) WJ Cauchy 
问题 (4. 6. 93) -(4. 6. 94) 的 解 . 将 FO, α) 换 为 依赖 于 参数 S Gr. x) 的 函数 
F, (t, z) = Ft, àx) 时 ,由 Scaling. JH fJ Cauchy 问题 的 解 必 为 (t,x) = 
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À "^ut, λα). 假设 F GG. DEH G, zx) 的 函数 仍 满足 (4. 6. 105) 式 , 则 由 
(4. 6. 108) 式 就 有 


| ug Gs z) |= X? | ut, Awy |= CG + | z [τ 


| | (Cr 十 | * ji (YF, (zs > |l L'R dT. 


0 |a|<n—_1 
在 上 式 中 , 令 三 = λε, x = λα, 注意 到 0 为 在 (1, x) 的 Scaling 下 不 变 的 微分 算 
子 , 并 在 最 后 的 结果 中 将 (FT, 工 ) 改 记 为 (i， x), 易 见 (4. 6. 108) 式 具有 Scaling 不 
变 的 形式 , 即 对 于 任意 给 定 的 4 二 0, (4. 6. 108) 式 在 


suppF £C (G, z) | A^ s # +Í| z |“ s 4325 (4. 6. 109) 
时 亦 能 成 立 , 从 而 由 二 进 形式 的 单位 分 解 ( 见 第 三 章 》3. 1) 可 得 (4. 6. 1080 5 TE 
suppF C (6, x2 | £ +| x |* 1) (4. 6. 110) 


时 也 成 立 . 
在 (4. 6. 108) 式 中 先 特 取 7 — 0, 在 假设 (4. 6. 110) 式 下 就 有 


[OR LEGHE TF 


J A | CH |D TF, 2 || ay dz. (4.6. 11D 


0 |a|<n— 


由 (4. 6. 110) 式 ,在 上 式 右 端的 积分 中 r+ | y [Z6 1 (其 中 y 为 积分 变量 ), 从 而 对 
满足 引 理 6.8 B9 2 值 , 显 然 有 


| gG αὐ (LCH ρα. 
| > | Ce ` [rtg Q'FG, -) | ias dr. 


0 la|<n—1 


(4. 6. 112) 
这 样 ,由 (4. 6. 108) & (4. 6. 112) 式 就 得 到 


| uc, x) Je Cal «| € OL £—| z | [Y 


| 51 ler 


0 |e| xzn—1 


" DF, +) | | cg dz. 
(4. 6. 113) 


再 注意 到 由 (4. 6. 110) 式 易 知 ,在 解 & — (t, z) 的 支 集 上 必 成 立 上 十 | 过 | 三 1, 从 
而 在 假设 (4. 6. 110) 下 ,由 上 式 可 得 到 


104 3E£X TER 23525 38 


| utt. 23 | OG 4- FAH #=1 x [7 
| $3 [@3 i- D grG, ) lladei (4.6.114) 
1 


9 fa] <n— 


另 一 方面 ,由 引 理 6.7, 在 假设 (4. 6. 99) F, (4. 6. 100) 式 成 立 . 利用 单位 分 解 定 
理 , 合 并 (4. 6. 114) 式 及 (4. 6. 100) 式 就 得 到 所 要 证 的 (4. 6. 95) 式 . 定理 6. 2 
证 毕 . 


为 证 明定 理 6. 3, 我 们 先 证 下 面 的 一 个 引 理 . 
引 理 6.9  i&n2.3tHiku— u(t, x) 为 Cauchy 问题 (4. 6. 96)-(4. 6. 97) 的 
解 , 其 中 下 (zt，z) 满 足 (4. 6.105) 式 , 则 成 立 


[ αἷς, ay [ete - epu Yt e 
t 
J: | Plr, 2 | L (R 十 | F(z, :) | Q. s 12d €, 
(4, 6. 115) 


而 C 是 一 个 正常 数 , 且 Q 由 第 三 章 (3. 1. 17) 式 给 出 , 
证 由 引 理 6.7, 有 


| ult, x) |< Cr tH x [ΣΕ | Ε(τ. «) || rta dz. 
(4.6.116) 
因此 , 若 在 下 的 支 集 上 τν] |> c, y) 为 上 式 右 端 之 积分 变量 ), 由 第 三 
章 (3. 1. 54) 式 就 容易 得 到 


| utt, α) [KCA H+ x DF {Είτε 2 Mua dr, 
(4. 6. 117) 
从 而 (4. 6. 115) 式 成 立 . 
这 样 , 利 用 单位 分 解 ,下 面 只 需 讨论 在 下 的 支 集 上 成 立 | 一 | y | |< ffi 


JÉ. 由 于 由 (C4. 6. 105) REE eH yl > πε ER ο e > X 


|y I2 EE Eu Led y Liz HH e He TIR 
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1l<#+I syrtes Iso) +I yl 


2 


; 1 1 
-2|»l*-H » Ht RI): 


l a " 1 
即 有 |y | 写字 类似 地 可 证 明 τ = 4 
dx v = vlt, z) Ἢ Cauchy 问题 
Ov = FG, x), G, z) € Rx R", (4. 6. 118) 
¿=0 e= 9 --ὔ (4. 6. 119) 


mfg. 注意 到 在 FLEET I 易 知 Cauchy 问题 (4. 6. 96)-(4. 6. 97) 的 解 
u —u(t, x) 可 写 为 


u= ult; z) = έθιμα. (4. 6. 120) 


首先 考察 | 1 一 | z | I 的 情况 . 此 时 ,由 第 三 章 (3. 1. 54) 式 ,有 


| ult, z) |< C | Dult, z) |< C | Ωυ(ε, z) |. (4. 6. 121) 
再 由 第 三 章 引 理 1. 4 中 的 (3. 1. 38)-(3. 1. 39) 式 ,并 注意 到 在 下 的 支 集 上 rz 之 
LUN x) 满足 类 似 于 (4. 6. 118)- (4. 6. 119) f] Cauchy 问题 ,但 此 时 方 


程 (4. 6. 118) 的 右 端 相 应 地 多 了 包含 QF(t， x) 的 项 . 这 样 ,利用 引 理 6. 8, 由 上 式 
就 可 得 到 


|uG, z) |< C z|) 


J | Fér Jy |. dz, (4. 6. 122) 
0 


现在 考察 | :一 | z Lec + 的 情况 
作 函 数 yE Cr CR x RO, 使 满足 
yt, x) == yt, |a |EP (4. 6. 12232 
Ka, 2) m OB oj z |a e| n IR Lm e LE 


(4. 6. 124) 
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iib» τι z > — B l-le I< i (4. 6. 125) 
及 
TEAN (4. 6. 126) 
4 
uy 2) = Jü, adu, zÀ, (4. 6. 127) 
我 们 有 
JE = (4. 6. 128) 
TE E un = Ü, op = 6, (4. 6. 129) 
其 中 记 
OU, ad — Bdia— 318485. (4. 6. 130) 


注意 到 Q; 的 定义 [ 见 第 三 章 之 (3.1. 11) 式 ], 利 用 第 三 章 中 之 (3. 1. 43) 式 ， 
可 以 直接 验证 如 下 的 恒等式 : 


Ov = r^ -Zr T v) ERE OE DLP ru 
NS Cp iens (4. 6. 131) 
με F 


从 而 由 (4. 6. 128)-(4. 6. 129) 式 就 得 到 


(81 —2Ə T οι) 
(n—1)n—3) a ο n=l 8 zs 


人 "Ui +f ? Qj; Qv, 
4 jek] 
2 “T (QF +2Q(%, v) a = (4.6. 132) 
t=0:73 w=0,0(77w)=0. (4. 6. 133) 


注意 到 在 G, zz) 的 支 集 上 1 之 地 ,由 (4 6. 124) 式 ,在 v(t, z) 的 支 集 上 必 


ιτ κ || -ATAL <| z <et. 这 样 , 易 知 有 


二 
4 is js k=1 
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E OU 42d i | Qv, |. (4. 6. 134) 


la| <2 


由 第 三 章 中 的 (3. 1. 52) 式 , 易 知 有 


[δις | ————- > | Qv | (a= 0, ls = ñ), (4.6, 135) 


|t ene 


其 中 C 是 一 个 正常 数 . 注意 到 在 "一 oG, 2 MERE 之 工 , 利 用 (4. 6. 125) 


式 , 此 时 9,9 260 OS |] x | >+ 时 才 有 可 能 . 于 是 ,利用 (4. 6. 135) 式 容易 
得 到 


| 2Q(9, υ) +y |< C > | Qv |. (4. 6. 136) 


|e| 21 


另 一 方面 ,注意 到 第 三 章 中 的 (3. 1, 8) € (3. 1. 12) 式 , 易 知 成 立 


tQ, v) 一 Lo0。 θω — 319,9 * Le (4. 6. 137) 
K 
ty = L, ó, — ΣΑ, ， (4. 6. 138) 
从 而 类 似 地 可 得 
| 2Q(9. v) + [ Ἰψ|ς- ΠΕ" δ. | Qv |. (4. 6. 139) 


合并 (4. 6. 136) & (4. 6. 139) BIA ,就 可 得 到 
| 2Ω(ψφ. v) d- v1) | CO 4-207 Σ) | Qe |. (4. 6. 140) 


la| 1 


利用 定理 1. 1 中 之 (4. 1. 5) 式 (在 其 中 取 p — + ee) É (4. 1. 3) K, H 
(4. 6. 132)-(4. 6. 133) 就 可 分 别 得 到 


Lr 8 |, 12,07 wo | | ὅσα, Lander «4. δ. 41) 


r Lš vi | < f | GG, :) ια dr 


sof | tr, | vede (4. 6. 142) 
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其 中 最 后 一 式 来 自前 述 的 事实 : dE v (t,x) 的 支 集 上 ,r= 二 | z |> 


£ 
^ 


n—1l s. 
= d z 


2 


μ--] n—1 
Fw z Q) — Ὅ] » 


由 (4. 6. 141)- (4. 6. 142) 式 就 可 得 到 
ΝΙΝ Be a, ο «cJ | GC 2 | ay de, 
| (4. 6. 143) 
从 而 利用 (4. 6. 132) 式 以 及 (4. 6. 134) 5j (4. 6. 140) 式 ,注意 到 (4. 6. 105) 式 以 及 
在 G(t, xz) 的 支 集 上 4 十 | x < 从 而 有 关 的 估计 限于 在 此 情况 下 进行 ,就 容易 
得 到 


|y. |» 18. | 和 cr 号 (| MFG 9 lierdr 


+| (7) -- 2 c) 3) >; || Oot 2 ||, «e; dz). (4. 6. 144) 


lal <2 


由 波动 算 子 的 Lorentz 不 变性 [ 见 第 三 章 引 理 1. 4 中 之 (3. 1. 38)- (3. 1. 39) 
式 ], 养 注意 到 在 v — vt, 2) ICE 1 易 知 Qu | a |< 2) WES v 


满足 的 Cauchy 问题 (4. 6. 118)-(4. 6. 119) 类 似 的 Cauchy 问题 ,但 此 时 方程 
(4. 6. 118) 的 右 端 为 VF a | 2) 的 线性 组 合 . 于 是 ,由 定理 6. 2, 并 注意 到 在 


GG, z) 的 支 集 上 有 | z 155 HiH e |< rs 从 而 有 关 的 估计 限于 在 此 情况 
下 进行 ,由 第 三 章 (3. 1. 52) 式 可 得 

ITfl € | GF |. 
ΜΗ 4 0 < + < z pR YE 


2; || Ω"υἷτ, -) | =a «cao | Fess 2 lla. aa ids 


la| 2 


«Cad 077 | |. Εν asas 
[n 

(4. 6. 145) 
从 而 
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= 


[e| <2 


| CHOTHA yD || Qt, ο) | i= ade 
«c| αλλα, ad 0754dc.| | Ες, «ἃ |a aa, νᾶς 
«ο [ Εἴτ, -) | ds, (4. 6. 146) 


于 是 ,由 (4. 6. 144) 式 就 得 到 
[θοι |» | 8 |< Cr 7 
(f | FC, 2 ||: ande |. | F(z, -) | msn de). 


(4. 6. 147) 
TTE 1 1 uea 
由 前 述 ,在 w G, OWARE 1> 7 RT S| z | 过 1 十 二 ,于 是 由 上 式 立 得 
|a, |. lao KCA HH z D (| | Fe, Ὁ lirade 


+f | Fée, 2 lan ad). (4. 6. 148) 


由 (4. 6.125) 式 ,并 注意 到 在 v(t, 2089 x E F t> nLLE |#==|= | |== 


! ] 
i 时 ,v(t z) Ξ vs 2). 因此 ,在 所 考察 的 情况 | :一 | z ||< — 下 ,由 
(4. 6. 148) 式 就 得 到 
| Bolt, α) |. | Bolt, z) | CO HH z D 


(eee 9 nan de [ IFE, 2 Nasad). (4. 6. 149) 
此 外 ,由 (4. 6, 145) | :一 | z | |< 二 ,类 似 地 有 


p? | Q%G, 2| < ca+o rf | F, 2 |a. a dz 


πρ 


σσ ης p^ | FC, 2 lla μι, ιάτ. 
(4. 6. 150) 


这 样 ,利用 第 三 章 引 理 1. 7, 并 注意 到 在 :之 工 及 | 1 a | κ: 时 ,有 + 二 


A 


110” 非 线性 波动 方程 


κας. i 由 (4. 6. 149)-(4. 6. 150) 就 可 得 到 


| =G, z) | CO tH z DE (| | Fe, 2 || ian dz 


[LEGS o Mas a = 0, 1, =, n. 
0 


(4. 6. 151) 


从 而 由 (4. 6. 120) 式 ,在 | #—| z | ΜΕΣ 的 情况 ,就 得 到 


|uG z) | CO - 4| x [072 


Ftr, 2 || iig dz 
«| | F(z, | Κων (4. 6. 152) 


综合 已 得 到 的 (4. 6. 122) & (4.6. 1522 3X ,就 证 明了 引 理 6. 9. 


现在 我 们 来 证 明定 理 6. 3. 

SHEARER λ > 0. u = ult, +) Ἢ Cauchy 问题 (4. 6.96)-(4. 6.97) 的 
解 . 若 将 右 端 函数 F(t，x) 换 为 依赖 于 参数 4 的 函数 F(t, απ) = Ε(λι, 4x), 则 
相应 的 Cauchy 问题 的 解 必 为 u Ct, z) == 和 uCAt, Az). 

类 似 于 (4. 6. 108) 式 ,将 在 假设 (4. 6. 105) 下 得 到 的 (4. 6. 115) 式 改写 为 如 下 
的 Scaling 不 变 之 形式 : 


Γκ, α) [KCU zy (| tl DE Fe 3 Hadr 


+]. 2 
(4. 6. 153) 
就 可 知 此 式 在 假设 (4. 6. 110) 下 也 成 立 . 再 注意 由 假设 (4. 6. 1050 ,在 uG, x) RIS 
x F: > " 从 而 在 假设 (4. 6. 1100 F ,就 可 由 (4. 6. 153) 式 得 到 


Hirti Rt 3 | pande). 


0| p «mH 


| ut, z) I< CQ tH x |) 一 


(|a ey | Fee, 2 |ι-ανάτ 

0 

«| (+z) | FG, 2 | δικά, e k (4. 6. 154) 
0 


而 如 果 成 立 (4. 6. 99) 式 ,从 而 在 FG. z)0J £ E F £2, 由 定理 6. 2 易 知 
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lut, α) | x CO-c e| xD E CC 


PTS +k] z |y T zi GHOT || Fte, ) |... ide. 
(4. 6. 155) 


在 (4. 6. 154) Ν (4. 6. 155) 式 的 基础 上 ,利用 单位 分 解 就 可 得 到 所 要 求 的 
(4. 6. 98) 式 . 定理 6. 3 证 毕 . 


注意 到 第 三 章 中 的 引 理 1. 5, 由 定理 6. 1 及 定理 6. 2( 在 其 中 取 1-- 0) 容易 


推论 6.3 iE n2. Fu = u(t, x) A Cauchy 问题 (4. 6. 1)-(4. 6.2) 的 解 ， 
则 对 任意 给 定 的 整数 N 20. 成 立 


GHT z | ult, ARR TE {|| CO, 5) PEE 


N (+z LEG, 9 ll aides VEZ 0, 


(4. 6. 156) 


其 中 C 为 一 个 正常 数 ,而 lu. D essa 为 |αα: Deui £ t= 0 8 
zh. 

类 似 地 ,由 定理 6. 1 及 定理 6. 3 可 得 

推论 6.4 jk n> 2. 3 u= u (t, xXx) 为 Cauchy 问题 (4. 6.96) 及 (4. 6.2) 的 
解 , 则 对 任意 给 定 的 整数 N 20, Ἀπ 


GHOT [atn | sn CE Lots Ə Do mei 


+ ato ζει | i 


Hato 


其 中 C 为 一 个 正常 数 ,而 |u, D s nyni 为 lul Ds sei £ t= ORBE 
z 41h. 

iE6.2 本 节 的 核心 内 容 是 定理 61,23 6.2 A 9 6.3. JP 9? 6.1 Ë 
于 S. Klainerman Π,| 28 ]) ,定理 6. 2 Æ L. Hórmander 对 S. Klainerman 一 个 
类 似 定理 ( 见 [33]) 的 改进 与 推广 ( 见 [18j]) ,而 定理 6. 3 本 质 上 属于 H. Lindblad 
(他 考虑 了 n 二 3 的 情形 , 见 [59]). 本 章 中 对 这 三 个 定理 的 证 明 原则 上 均 和 参照 
L. Ho6rmander 的 做 法 . 


3) | p. Mata. 12 «τ. Vt = Ü, (4. 6. 157) 


第 五 章 


关于 乘积 函数 及 复合 困 数 的 一 些 估计 式 


在 本 章 中 ,为 了 下 文 的 需要 ,给 出 有 关 乘 积 函 数 及 复合 函数 的 一 些 估 计 式 
(参见 [42],[43]). 


81. 关于 乘积 函数 的 一 些 估 计 式 


对 于 第 三 章 3 1.2 中 所 引入 的 空间 L^ * CRO ,类 似 于 第 三 章 中 的 引 理 3. 2， 
我 们 有 如 下 的 

引 理 1. 1( Holder FER) X {εἰ (βλ), 1 < p, q, ro» G = 
l, =, MD, R. 


1 E 4 1 E 
= , = |, 1 £ Py q RE oo, (5.1. D 
p ici Ë; q 2. αι dn 
则 
Μ 
[[ fi € z^*«m», (5.1.25 
i=1 
且 成 立 
Μ Μ 
| 11} luo αμ) =< 11 | f; | pe $ (Ry. (5. 1 D 
i=l i=] 


利用 由 第 三 章 中 (3. 1. 18) 式 定义 的 偏 微分 算 子 集 合 工 ,对 任意 给 定 的 整数 
N> 0, 可 定义 


lfGs nna = 2 χε PG) || ea 6.1.4) 
k| CN 


其 中 1 过 p, q <+ eo, xG, z) J&R X R" 中 任 一 给 定 集合 的 特征 函数 ,& 一 
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(kis =, b.) 为 多 重 指标 , | b | 二 十 … 十 ,0 为 荆 中 偏 微分 算 子 的 数目 :== 
(Ti 而 T# = I ex, 
在 下 文中 ,我 们 简 记 


Ife Dlana £ b= q; 
[fG rw χει 
IFG rz 者 N=0; 
εν) || £ N = 0, R x= 


Ife» |l Ps N. p. η. κ m 


(5.1.5) 
518812 J l< b, q, pi q, SH G = 1, 7, 4), 且 成 立 
1 f l ικα. 4g b: ὃς nag 


MEE b s P q h Q Qa G 
对 任意 给 定 的 整数 N > 0, 在 下 式 右 端 所 出 现 的 范 数 有 意义 的 情况 下 ,成 立 
| fg. 2 | D. N. p. q. X 
« CC] fGs κ x Ted, 2 [r ss x 
t d fes ss su z | gG Dn]: Vi 0 (5.1.7) 
FEAR ZS*IERRERORI—-NIDO.x 
| CI C£g) — fl g)G, 2 ll ux 
< C(|| fs J) πι [E] sx ll GS 2 Mr iios us. 
T | Dfébh 5) | Γι N—1, B qç + X | g(t, 2) | I Ex D Vt c0; (5. 1. 8) 
其 中 C 是 一 个 正常 数 ,而 [ 表示 一 实数 的 整数 部 分 . 
证 首先 证 明 (5. 1.7) 式 . 
由 算 子 集合 工 的 定义 , 易 知 链 式 法 则 仍然 成 立 : 
Γί[α) — (T g++ f(T'e), (5.1.9) 


因此 ,对 任何 给 定 的 多 重 指标 RC| & |< N), 有 
Fife)= 2 ο Τρ 


lil HSN 

= Ὁ με πα Y) OQD Pr 
HIE IN ΜΗ ΕΙΝ 
HI az 


--ῃ επ, (5. 1. 10) 


114 非 线性 波动 方程 


其 中 C 为 常数 . 

在 I 中 ,应 有 ΝΗΡ εκ = 
ο seo] 
从 而 | ;| 去 | 立地 上 | 这 样 ,由 Holder ο... 
HE 

| Yl sux «ο fGs D e 7... Tals, 2 [r saut 


(5. J. 132 
ο ο ος 


| II | b. q. X =< | fa. 5) | ΓΡ. Ν. bz- du X | glt, -) | r. ΕΙ. 


(5. 1. 12) 
其 中 C 为 正常 数 . 合并 (5. 1. 1) & C5. 1. 12) 两 式 , 就 得 到 (5. 1. 7) 式 . 
此 外 ,对 1&|= N> 0), 由 于 
人 (5.1. 13) 


ΗΕ 2 N—1 
类 似 地 可 得 到 (5. 1. 8) 式 . 证 毕 . 
注 1.1 注意 到 (5.1.5) 式 ,由 引 理 1.2 立刻 得 到 : 对 任意 给 定 的 整数 N > 
0, 在 下 式 右 端 所 出 现 的 范 数 有 意义 的 情况 下 ,成立 


| fgGs 2 M ross 
κο αν) || R1 x Τσαν |r, na, μια 
Hd fessus z gG, J) [τι SJ...) Vtz0 (98. 1. 14) 


ll fgGs 2I pw. 
«Οἱ fü, D |+. [>= lE PG 2 lacu 
+ || fs » | r. N, bs | gs -) | τ. [3], 49s Vt — 0; (5. 1, 15) 
并 对 任何 给 定 的 多 重 指 标 k(| 上 | 二 N> 0), 成 立 
πα) — fr gs 2 |... 
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LC || FG J ES ΕΙ. σα, | P, Nl: que X 
+ || P fG. |I T. Nl, py X | gu.» | Γ. PE Vt 30 (5. 1. 16) 


| (I CGfg) — fI*g»G, o |l LRO 
QF :} llr, [3 ]. δ | gG, :) || r. Ν-1. q, 
E TfG. 2D runs legis J lr pxR]as 20, — (5.1.17) 


其 中 C 为 一 正常 数 , 1< b σι» Ριν qz， r S SS, B. 


----------------, (5.1. 18) 


注 1.2 由 (5.1.7) 式 可 得 : 对 任意 给 定 的 整数 N 20, 成 立 
| fg G, -) | T. N. p. q. X 
SOIFE 2 ls [X Ax 1 gG, D | o sux 
+ | fb 5) | T N. Byrd X | gi, 9) | n EITE E πι 30. (5. Um 19) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 . 
此 外 ,类 似 于 (5. 1.8) 式 ,可 以 证 明 : 对 任意 给 定 的 多 重 指标 (| k |= N > 
0), 成 立 
| (T* Cfg) — FT a), 2 |l iux 
CC TG lg. K: | gGs 2 [a Ν-Ι, p Q X 
+ | rfGs ο 2 s [XR]. Vi 20, 
(5. 1. 20) 


其 中 C 为 一 个 正常 数 . 

(5. 1. 19) & C5. 1. 20) 式 具有 更 为 对 称 的 形式 . 相应 于 注 1. 1, 亦 可 得 到 一 些 
类 似 的 估计 式 . 

注 1.3 类 似 于 (5.1.19) 式 ,利用 Holder 不 等 式 (5. 1. 3) 可 以 证 明 : 对 任意 
给 定 的 整数 N 0, 成 立 


β 
|1[Λα, ) P. N, b. q, X 


B 
«0; NACER T. Ne bus qs X {| | ΤΩ») | τ. ποσο ο Vt — 0, 


i=0 j*i 


(5. 1. 21) 
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JEF lx be qos Pys q SH (ἐν J = 0, +, βλ. R 


: = >; i s -5 E ges, es fils (5. 1. 22) 


9 ο. 
Ət’ Ər’ 
然 成 立 . 于 是 有 : 对 任意 给 定 的 整数 N > 0, 成 立 


9 
κ] 3 ES D.25 3845 


ΕΗ 


注 1.4 在 引 理 1.2 中 , 若 用 p= ( 


| fg» 2 || p. w. Dogi 
<¿ C( || fG, :) || p. Ky: | Det, 2 || p. Ν-1. py qo X 


- fs 9 pw. Beds X [| gs 2 |p. [RC] a aw 29 V£> 0; (5.1.23) 
并 对 任何 给 定 的 多 重 指标 有 (| 下 | 一 六 二 0), 成 立 
| Dg) — fD'g)G, wx 
SUFE 2 lo. [3]... x l £s 2 loci us 
+ DFs 3 || p nci pus z || gG, D Io [S]. ou Vi0, 
(5. 1. 24) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 . 对 注 1.1- 1.3, 也 有 相应 的 类 似 结论 . 
引 理 1.3 ik 72.13 f = Κι. z) Z g = g(t, 1) 对 任意 给 定 的 上 之 
0 对 变量 具有 紧 支 集 {x || 工 | 过 1 十 0}, 且 下 式 右 端 所 出 现 的 范 数 均 有 意义 , 则 
对 a = y 1. ὑ 1 n 成 . 立 
| fasg (t, 2 || 2: t R 
=G | Df G, z) | πι >; | I"g Ct. τὰ | πο cg Vi = 0, 


HI|=1 


(5.1. 35) 
其 中 


Dy = y ας = = (t— L, 5 ας C5. 1. 20} 
Æ 


wes 


C, 是 一 个 依赖 于 p 的 正常 数 , 而 1 过 p. q. Ριναι <+ so, R. 


με πα NINE τς N (5. 1. 27) 


P 2 δι q 2 qi 


ME 首先 证 明 


第 五 章 ”关于 乘积 函数 及 复合 函数 的 一 些 估计 式 117 


| 8g. α) |< CQ Qp4-t—7)! 9, | Tg, 302]. (5.1.28) 


M| 91 
这 里 及 在 下 文中 , 均 以 CCo) 表 示 一 个 与 有关 的 正常 数 , 并 以 C 表示 一 个 与 6 
无 关 的 正常 数 ， 
由 紧 支 集 假设 ,只 需 在 > 委 上 十 po 的 情形 进行 证 明 , 其 中 x =| < |. 
由 工 的 定义 [ 见 第 三 章 中 的 (3. 1. 18) 式 ], 当 | /—r | oB, C. 1. 28) RE 
然 成 立 ; 而 当 t 一 r 宇 Pp 时 ,由 第 三 章 中 的 (3. 1. 52) 式 , 易 知 (5. 1. 28) 式 仍然 成 立 . 
这 样 ,由 Holder 不 等 式 (5. 1. 3) ,我 们 有 


| fƏ,g (t, -) | LNRS 
Τά, 5) 


=< 
báo 20--£—t 


»3 || T'e, 2 lu: " cg» 


πι Η]-1 


(5.1. 29) 
男 一 方面 ,利用 分 部 积分 及 Holder 不 等 式 ,我 们 有 


t+ 2 : 
μπω 
ο (ὀρ-ε-- η) 


++ 2 LN 
=f" Fad ER -) dc zm e Mf oua, 
20--t—r © ΓΡ 
«[" 2| fM fel D uua 
cU 20-d-t—r 
tp fG, 5 - ος 
ee 221 2 ο 
o Ὥρε--Ἡ 


. ([΄Ζ Cty 277 dr) - š 
于 是 [注意 到 第 三 章 中 的 (3. 1. 42)=Ú ] ,就 得 到 


| Fs -) 
20+t—r 


= C | Ə,.f G, 2a, =< C || D.f 9) l| iam 


2 n 
L (R) 


(5. 1. 90) 


联合 (5. 1.29) & C5. 1. 30) 式 ,就 得 到 (5. 1. 25) 5. 
引 理 1.4 在 引 理 1.3 的 假设 下 ,对 于 任意 给 定 的 整数 Ν 20, απ 


| fƏ,g (t, °) | T. N, p. q 


118” 非 线性 波动 方程 


& Ορ! | ZG, sy PS [Z] a l| Dg&s 2 lr v2 
+ | D. f (t, -) | P. N. 2 σα, -) || r [X Jh 5. ^ Vt; (5. 1. 91) 
且 对 任意 给 定 的 多 重 指标 &R(| k |= N> 0), 成 立 
| (T* Cf8,g) — f T'8,g (t, 5) | L^ * cg") 
= C fC, ll τ. [>] aa | Det, -> | T. N—1, 2 
Γή, Γεν 2 l|. | ΒΩ» 21r [3 ngog ὃ» Vt 之 0 (5. 1. 32) 


9, Cfg) — f T'8,g) Ct, 2 lir 
« CCI DfG, J || r... 2 | gG, 2e xao. 
+ | fl, 2 Ms Tapa, gG, lr,n.2), ΥεΞΕΟ, (5.1.33) 
其 中 C, 是 一 个 依赖 于 p 的 正常 数 . 
证 ”对 任意 给 定 的 多 重 指标 “(| k |< N), 类 似 于 (5. 1. 10) 式 ,有 


fag) = 2, C,rf.I'"0,g, (5. 1. 34) 
ΜΗ] ΓΗ <N 


其 中 C, 为 常数 . 
在 | 让 及 |71 之 中 最 多 只 有 一 个 可 以 大 于 | 全 | 


DA | # l| = x. H Hólder 不 等 式 (5. 1. 3), 有 


| I*£ Fg ts -) || ua 
= | DY : | L’ cg) | I"9,g (z, .) | L^ cg 
ες | fs -) | T. [X ]. 5. | Θα, 2) | T. N. 25 (5, L 35) 


GD Xp | z [x ΕΙ 由 引 理 1. 3 及 第 三 章 中 的 推论 1. 1, 易 知 有 


| PZ = T"9,g Ct, :) || L^" cg» 
«C ») |rf-DI'agG. 2 lg 


13 I«ll 
< Cp) | D,r'fa, -| L2 cg 2 ! PUP: g, -) | Li *i cg 
中 三 1 
I feu 
< CCo || D. f G, -) || Ρ.Ν.2 let, 2l r. [X ]a. 5.4 (δ. 1. 36) 


合并 (5. 1. 35) & C5. 1. 360 ,就 得 到 所 要 的 估计 式 (5. 1. 3D. 
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此 外 ,对 任意 给 定 的 多 重 指标 &(|k |= N> 0), 有 


Mos)— fT'Og — 2 GYS- Tog, (5.1.37) 
il+ lj = N 
30 
用 类 似 的 方法 就 可 得 到 (5. 1. 320 5X. 
最 后 ,注意 到 第 三 章 中 的 推论 1.1, 有 
Fe.(fg) 一 Fa.g 
= [*(8,f - g) +I*(fƏ g) — fT'Ə,g 


= ο EQ. 2, Bp. p'a 


[11 ΕΙΚ Ν ΠΕ UIN 
130 
= δ) Graf- ret «ὃν D F f. DT" g 
ΕΙΝ HI] SN 
ον ΤΗ] 
def, 
= i (S. 1. 98) 


其 中 C,. D; 及 D; 为 常数 . 
^ E . N ET 
在 I 中 ,由 Holder 不 等 式 (5. 1. 2 |i < 就 有 
| ref - I"gG. » || ut R 
CD 9 || r. [3 ]. 5.4 ll gGs D | rasa; 
"TT, N FS 
而 当 | ME = 时 , 就 有 
| rof Y T'ig (z, a) | L” UR") 
<C| DfG. 2 llnn lg 2l [A]. a 
合并 之 ,就 得 到 


| 1 | L^ * cg") 
CC DfG. d |a aa | ΚΩ» 2 D z [3X]. 4.4 
+ | Df, D | r. [X]. 5.4 | ρ(1 9) | TON. 2)? Mtu ü, (5. 1. 39) 


Iq |; |< PI 由 Halder 不 等 式 (5. 1. 3) 易 知 有 


| rf ° I"9,g t, =} | L” * cg?» 
«cC || εν.) || z, [X ]. 4-4, | ag Gs 2 || p, n=, 11 
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而 当 Lj < | 六 | 时 ,由 引 理 1.3, 并 注意 到 第 三 章 中 之 推论 1. 1, 就 有 


| f - DI? gG, 2 || irs 


« Co | Df, > | ΠΝ || "T? eC » linm em 
« CQ) | DFE 2 |=... | ΒΩ») | Xa) 
合并 之 ,就 得 到 
BEP IT 


< CQ» | DfG. 2 Ul p a. lla 2 n Ta ρα 
dfe. 2l r. Eag laz: d κιν Vt 2= 0, (5. 1. 40) 


联合 (5. 1. 39) (5. 1. 40) 两 式 , 就 得 到 所 要 证 明 的 (5. 1. 33) 式 . 证 毕 . 
82, 关于 复合 函数 的 一 些 估计 式 
引 理 2L 假设 G = G(w) ES w = (τοι g "et τον) 的 一 个 充分 光滑 的 函数 ， 
且 在 
| w |S o (5. 2.1) 
时 成 立 
ο) = OC| w |!*8) , (5. 2. 2) 


Tx Vo 为 一 个 正常 数 , 而 B 是 一 个 非 负 整数 ， 对 任意 给 定 的 整数 N = 0, 若 向 量 
HRK w = w(t, z) 满足 


ll xe Ct, D | r, [3]. < νο Vt = 0; ας d) 


则 对 任意 给 定 的 多 重 指标 k(| k [C N), RÈ 


B 
| 'GGoG, 2) | CO 2 Π | ru G, αὖ |, 
Hol Ege] joo j 
«i «M (j—0, = A 


(5. 2. 4) 


于 此 CO) — 1-5 νι 有 关 的 正常 数 . 
证 由 (5. 2.2) 式 ,有 
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GW)= > G (uw, wi, (5. 2. 5) 
Sya 
290 Gel --. M 
简 记 为 
(το) = GGo)w^?, (5.2.6) 
在 下 面 的 证 明 中 也 采用 类 似 的 简化 表达 方式 . 
由 此 易 知 ,在 |&| 王 0 时 ,(5. 2.4) 式 显然 成 立 . 
对 于 任意 给 定 的 多 重 指标 &(0 <| k |< N), 有 
IG (w(t, x)) = T*(GGuow"?) 
= 2 OGG Qe, (5. 2, 7) 
lel +l = lkl 
m 
. σίτῳ I 
Γό(ω-- >， PGU Paj ee (Tw), — (5.2.8) 
M on τοι Op, 
21 rj 
legii 
其 中 
| αι | 十 … 十 | wii |= (5. 2. 9) 
H. 
1. [ay [2-59 |+ [ogg |=] ἐμ. (5. 2. 10) 
k ] - 
在 (5. 2. DX | ¿ |< E 则 由 (5. 2. 8) 并 注意 到 (5. 2. 3) 式 ,就 有 
|Γ'σ(ω(, α)) | C, , (8,2, 1D 


其 中 C, Jg 5 vy 有 关 的 正常 数 , 从 而 对 (5. 2.7) 中 的 这 一 部 分 和 式 ( 记 为 D， 


易 知 (5. 2. 4) 式 成 立 ， 

在 (5 2. NAR A | Ix E 1, BF Η1 (5.2.10) πὶ δὴ ART, 
laps quls s Lay, | 或 者 全 为 零 ;或 者 只 有 一 个 为 1, 而 其 余 均 为 零 ,因此 ,在 
(5, 2.8) 有 端 和 式 的 每 一 项 中 , 除 最 多 一 个 因子 eod a | Ἢ] HE pens 


|; | 中 之 某 一 数 ) 外 ,其 余 均 可 用 (5. 2. 3) 式 进行 估计 . 另 一 方面 ,由 于 此 时 易 知 
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8 1i i [HEL], ricum 中 的 任 -项 亦 均 可 用 (5. 2.3) 式 进行 估计 . 这 样 ， 


对 (5. 2.7) 中 的 这 一 部 分 和 式 ( 记 为 ID , 易 知 (5. 2. 4) 式 也 成 立 . 
这 就 证 明了 (5. 2. XX. 
引 理 2.2 在 引 理 2.1 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 整数 三 0, 当 有 8=0 时 ， 
| Gw, :)) Την. pax < CO» || w Gs 2 | rix. pax Vit Z 0; 
(5,2. 12) 
muzgllS max 
| Gw, 22 | IS Ne £s 2 


β 
< Coe(II | zo (z, -) | P, επ) | wl, - | Γ.Ν. pysty X? Vt zc 0, 
il . 


(5.2. 13) 
T k, 1 =< p. q» Pis q, SHa (i = 0, 1; στα β). R 
1 El 1 MEI 

uad == 9 — . C5. es 14) 
P > Pi q > q; 

χα, x) £ R , x R PEAR E 4Η AE h C8 COO A —# 3 Τ νο 的 正 


常数 . 

证 〈5. 2. 12) 式 是 8= 0 时 的 (5. 2.4) 式 的 显然 推论 .而 当 B 宇 1 时 ,利用 
(5. 1. 21) 式 ,由 (5. 2. 4) 式 就 得 到 (5. 2. 13) 式 . 证 毕 

ə Θ E 

注 2.1 在 引 理 2.1 及 引 理 2.2 中 ,车 用 DD 一 ος. ρα, 


AT ARAZ. 
此 外 ,还 不 难 证 明 : # B> 0 时 ,对 任意 给 定 的 整数 N 二 0， 成 立 


| DG (xo) (t, :) | D. N—1. p 
< C| xG, 2 I5 [x]. ll Dw G, 2 [p.s ΥΕΞΕΟ, (5.2.15) 


kp 1< p<+eo, 6 C 2— 1 Ei. 
引 理 2.3 在 引 理 2. 1 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 整数 N > ΕΙ 
hä w= xu (t, x) 满足 (5.2.3) 式 , 则 成 立 
| DG (ο) (z, 2 || ws 
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n— 


«CQ ΓΣ 99? | wG, 9 lA cal Di Gs J) ll xz» VEZ, 

(5. 2. 16) 

#*p- ri ου &ca&-i*A 

证 采用 简写 的 记号 ,有 
DG(w) = G (w)Dw. (5. 2. 17) 
H (5. 2. 2X, Π[ 

G' (w) = ζωή. (5. 2. 18) 

而 G(w) 是 | w | 三 ww 上 的 充分 光滑 函数 . 由 (5. 2. 30 ,有 
| Gw) t, 9 «ο (5. 2. 19) 


ο ος ο ον ο... 
D JHERSENZ | 7 Les 就 有 


| DG Gv Ct, 2» | L (R 
« C | vo (t, -) | ἔ CR’) | Dw (t, -) | L (R 


n— 


I 
y "em | vw, 3) | E [3 a2 | Dw (t, -) | Γ. [2 ]u.2 


n— 


1 
z P ws 2 lE n | Da G, 2 | r. s.a Vt2 0. 


«Cb: 


< (C (1+) 


这 就 是 (5. 2. 16) 式 . 
引 理 2.4( 插 值 不 等 式 ) i / € Ln: (RO NLR), 1< bis ρι, 
αι, αι SH. | f € LCR), 其 中 
1 ϐ 1—0 1 à 1—8 


| = | , (5. 2. 20) 
P pi bP; q qı q? 


而 0 为 任 一 满足 0<<0<1 的 常数 ; 且 成 立 下 述 插值 不 等 式 : 
IF ews < || f | Diah NA [55 “2 cg. (5. 2. 21) 
证 ”类似 于 第 三 章 中 引 理 4. 1 的 证 明 , 利 用 Holder 不 等 式 ,并 注意 到 空间 
L*“(R") 的 范 数 的 定义 |[ 见 第 三 章 (3. 1. 29) 式 ], 就 有 


. P = Py 7 
| Í | L^ "(gy = | | y |" | DF d | | f Ë i | Di qr 


= | f | EP (R5 | f | Lig. "2 (gy. 
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这 就 证 明了 (5. 2. 21) 式 . 
5| 2.5 it n> 2.34 G = GCu) Z zo = (w, wy) 的 一 个 充分 光滑 
的 函数 , 且 


G(0) = 0. (5, 2. 22) 


AERE HUE Ωρα. ο «ο «ο ο 
w(t, z) = Gu. wy) Gs x) 满足 (5. 2.3) 式 , 则 在 下 式 右 端 出 现 的 一 切 范 数 
均 有 意义 的 情况 下 ,成 立 


Geo Put 9], s. 


外 一 


< ο(1 --ι) 2 


1 2 Ë 
Gg P [ws J) PP |! lu, D nus VESO 
i-i 


(5. 2. 23) 


| GG? Πως. ο]. 


n Na: rs ὃν Χι 


εσας tE et Slama 1] αν M on VERD. 


B 
i 二 1 


i 


(5. 2. 24) 
于 此 X(t, XxX) 是 集合 
CEJ |z <+, >o) (5. 2. 25) 
的 特征 函数 ,PB 为 一 个 宇 1 的 整数 ， 
ΕΕ ΜΕ (5. 2. 26) 
P r 2 
而 C 为 一 正常 数 . 
证 ”由 链 式 法 则 ,对 任 一 多 重 指标 RC] E |< N), 有 
β 
Γή (6 (το) ΠΟ 2) 
i=} 
B 
= PM Cpr Gw 2) [[T*u&. ο, (5. 2, 27) 
f ---] 


B 
PLE 
ic 
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于 此 Cy :5 为 常数 ,而 kos tt. kg 为 多 重 指标 . 
注意 到 在 | 名 | ，…，| 避 | 中 最 多 只 有 一 个 可 以 大 于 | 全 | ,我 们 有 


ο Ημ Halder 不 等 式 (5.1. 3), 和 用 
在 球面 9! 上 的 嵌入 定理 [ 见 第 三 音 中 (3, 2. 3) 式 ] 及 第 三 章 中 具 训 减 因子 的 估 
计 式 (3.4. 29)( 在 其 中 取 p 一 ο δν ο. 


Jean 


| Gew) Tru. o [ΕΞ 
i=1 


B 

= Ç | I^GCw(t, 9) | ps CR') (1 | I", -) | E T 
i=1 
ixj 


-|l Du G, PETS 
« C | Gwt, 2) lr i [22 a.e 


2 


Β n 
(I aE | Tu, G, :) | D [Z Jai 2) | u; C, - || Ts MEE 
=l u 
5j 
go P 
«ΟΕ 770] wG -ist | lm 2 Mua) 
;—1 
ij 
d | ult, 2) | p. [&,]. 2 (5. 2. 28) 


|m Gew) Ú ut ὃ 
i-1 


Lag 


β 

e | T^GGoG, 2) | L (R a | Tiu,;(t, 9) | [5 ag ) 
证 1 
iZ; 


-|l Τζ, Ct, 2 | Log» 


a β 
£ ñ | wes :) | T7741 | u(t, 3) | NNa 


i=l 


n 


«CC: 
ΞΕ] 


e Metta d l siae (5. 2. 29) 
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再 利用 插值 不 等 式 (5. 2. 2D EHP p =r, q = 2, p, = 1, q = b, = 
q; 一 2, 从 而 4 一 二 一 D)， 就 有 


[όν Gew) ΠΕΙ 2 enu, 


= 1 να 


Sr lana «d 


μμ) Lag 


εσας "POR [ωΩ. «) PEE 


β 

IT || εν y ea) | G. y |x aa πι κε, (5.2300 
ic i 
Pj 


Et p 由 (5. 2. 26) 式 定义 . 
i) 5-9 ja & j& 9. 1 | 过 | 站], 类似 地 有 


B 
ολ ο 
«C47 079? | oG, 2 [μον 
β 
ποσα 2) | T. N.2? Vl =< r= δ, (5. 2, 81) 
[Ξε 


注意 到 | £ |< N G=0, 1, «=, β). 由 (5. 2. 30).(5. 2. 31) 式 立刻 可 得 所 要 
求 的 估计 式 (5. 2. 23). 

利用 第 三 章 中 具 豪 减 因子 的 估计 式 (3. 4. 12) ,类 似 地 可 证 明 (5. 2. 24) 式 . 

引 理 2.6 在 引 理 2.5 的 假设 下 ,对 任意 给 定 的 多 重 指标 &k(| k |< N), 
成 立 


[rew [κα -让 一 GGoY]] « s rugis ol, id 


ΤΕ (Β”) 
LCa 07D? lw, J) ln 
β-ι 
{ΠΠ lasts 9 | saa) [att ο) πες Was (5. 2. 32) 
i=1 
A 
B β-ι 
| r* (Gc) Iut, 2) --Ω(ω)( Πα) o, 
ù= 1 ΞΞ1 «4 
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< OE 695 | was Sanal I] lat, 2 lasa) 
SLUCDIPPTERTSR D B (5. 2. 33) 
于 此 C 为 一 正常 数 . 
证 由 于 
1 


β 
(G) [u Ὁ) --Ω(ω I u) u, Ὁ 


i=1 =1 


= 2 Gua Olut: 2) [[r*uic 2. (5. 2. 34) 
3 H 


i—1 
lkal <k 


重复 引 理 2. 5 的 证 明 ,并 注意 到 | & |< N — 1. 就 得 到 所 要 求 的 结论 . 

引 理 2.7 HA G =Gw) 满足 引 理 2. 1 中 所 述 的 条 件 . 对 于 任意 给 定 的 
整数 N2: n+2,3F6J E h ku (t, χ) = Go (t, z), n wy (t, z)) Awt, z) 一 
(τοι (1, z), tt. wult, z)) 3908€ (5. 2. 3). 式 , 则 对 任意 给 定 的 实数 r(1 < r < 
2), 在 下 式 右 端 出 现 的 一 切 范 数 均 有 意义 的 情况 下 ,成立 


| (GC) —GGe)Dutts 9 || nw, ,2 


n— 


« C407 0 0-24 Ws 9 εν.) ἅς, νι 
$ | w” (s 9) | T. N. 2 | ult, 9) | T. N. 2° πι Ἔ0 (5. 2. 39) 


| (στο) — GGo))u(t, 2) | Γ. N. τι 3. X 
< CQ Κε) Σα) | Bs 2] ss ILS 2 HE us 
5 | τω” ος 5) | r. N. 2 | u(t, 2) | r. N.29 πι 30. (5. 2. 36) 
其 中 a 二 1 十 B, p i5 € (5.2.26) X yi Gs Z) 是 集合 (5. 2. 25) 的 特征 函数 ， 
w -----ω, (5. 2. 37) 


| Ὅς, Allana = || G, -) || p. s.a + | CEPS ο. 
(5. 2. 38) 


证 采用 简写 的 记号 ,有 
Οία) --Ο(το) = GGo, ww” , (5. 2. 39) 
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FEG, 画 ) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 , 且 在 
πο. [| w |< w (5. 2. 40) 
时 成 立 
GG, το) = OC| w |^ +| το |^). (5. 2. 41) 
Ee de BE. 由 引 理 2. 5 2) L 
ll (GG) —GCGo) us :) || n si 


& C E077 0 tes y |Ë us 
- || το, :) || Γ.Ν. 2 | us 2 | D N. 2 (5. 2. 42) 


ll (GG) =G) ult, 2 || p ν..,. ο. α 
κοιτα αλ ao, εν, 
«ως, J) n yz uS 2 Ms. zs (5. 2. 43) 
于 是 (5. 2. 35) & C5. 2. 36) 式 成 立 ; 而 当 B= 0 时 , 将 (5. 2. 39) 式 改写 为 
GG) — GG) = (Οζα, τρ) ---Ο(0, 0))w" +G(0, Ow” , (5.2. 44) 


并 注意 到 (1 = - r 易 见 (5. 2. 35) 及 (5. 2. 36) 式 仍然 成 立 . 证 毕 . 


注 2.2 在 (5.2.35) 及 (5. A 36) 右 端的 因子 (1 十 | sos z) | p 2 只 在 
B =0 的 情况 下 出 现 . 


类 似 于 引 理 2.7 可 以 得 到 
引 理 2.8 iX G = Gw) 满足 引 理 2.1 中 所 述 的 条 件 ,但 BB 为 不 小 于 1 
的 整数 . 对 于 任意 给 定 的 整数 N 宇 n 十 2, 若 向 量 函 数码 二 τοι, απ) το = 
wlt, α) 满足 引 理 2.7 中 的 条 件 , 则 对 任何 给 定 的 实数 r(1 < r < 2), 在 下 式 右 
端 出 现 的 一 切 范 数 均 有 意义 的 情况 下 ,成 立 
| (CGC) —GGo)D Gs 2 || E. N. +. 2 
και 4:27 O78 || ἅς, ον, 
* | το " CE; 9) | p. N. 2 (5. ον 45) 


|| (GG) — G(zo)) Cs 2 || p. N. r. ὃν X, 
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« CO t 92 || GG, τν 
E | το" (t, 2) | TS N. 2” C5. 2. 46) 


于 此 pi (5. 2. 260 & m yi (t, 过 ) 是 集合 (5.2.25) 的 特征 函数 ， 
#23 d Tlxrax2.4 


| f! LU OR) « C | f! L^? ο) (5. 2.47) 


其 中 C 为 一 正常 数 . 因此 ,将 引 理 2. 5 一 2. 8 中 估计 式 左 端的 空间 L: ° ( R”) κκ 
为 L'(R"), 结 论 仍然 成 立 ， 


$3. 附录 一 一 关于 乘积 函数 估计 的 一 个 补充 


在 本 节 中 ,为 了 第 六 章 中 的 需要 ,要 证 明 有 关 乘 积 函 数 估计 的 如 下 
引 理 3.1 设 


d et eta is g, r= oo, (5. 3, 1) 
pr b q 


对 任意 给 定 的 整数 s 宇 1, 在 下 式 右 端 所 出 现 的 范 数 有 意义 的 情况 下 ,成 立 
| D'Cfg) | LR LC | F | L'R”) | D'g | L' cg") 


十 | D'f | L'cm") | 8 | R) (5. 3. 2) 
A 
| D'Cfg) — fD'g | rr < CQ | Df | LPR") | pg | LIR") 
十 | D'f | L* cg") | 8 | Pag)» (5. 3. 3) 
9 9 9 : ES "m " " 
JR D— (Z—. -= e. 一 一),，C 为 一 正常 数 ,而 D'f de f 66 ns HH 
ot Ox, Θα, 
导数 所 构成 的 集合 ， 


为 证 明 引 理 3. 1 ,首先 给 出 
引 理 3.2(Nirenberg FER) ik f € L'ORO, D'f € Ι (ΑΝ). F s AR 
小 于 1 的 整数 ,而 1 < p, q 声 十 oo. 则 对 任何 满足 0 过 i 过 3 的 整数 i, 成 立 


LDF || ay «ο f μ ο (5. 3. 4) 
其 中 


， (5. 3. 5) 


130” 非 线性 波动 方程 


m C 为 一 个 正常 数 . 
引 理 3. 2 的 证 明 见 [68]. 


现在 证 明 引 理 3. 1. 
对 任意 给 定 的 整数 1. 显然 有 


ΓΡ{γα)-- X OD- Digs 
j= s 
i. 1320 


其 中 C; 为 常数 . 利用 Holder 不 等 式 (5. 1. 9) ,就 有 


| 


ijs 


xxl 1 «Επι; Τρ «cree, R. 


特 取 Τι K Fa 分 别 满足 


由 Nirenberg 不 等 式 (5. 3. 4) ,就 有 


T: T" d 
| D'f | Li (R) <C | J | ΓΑΠ.) | D'f | cg 


. i-i al 
| Dg || ian < C || gll L^ (85) | D'g | Lig". 


将 (5. 3. 11), (5. 3. 1224 A C5. 3. 7) 式 ,并 注意 到 


就 得 到 


[ND NS 
8 y 


S 


| D'Cfg) | LR” =< C 2 ( | D'f | LUR | g | ΤΌΣΗ 


i+j=s 


(5. 3. 6) 


(5. 3. 7) 


(5. 3. 8) 


(5, 3.9) 


(5. 3. 10) 


(5. 3. 11) 


(5. 3. 12) 


(5. 3. 13) 
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.( | f | L’ IR”) | D'g | tias « 
再 利用 不 等 式 


P = LoL 
P 


lud 


(5. 3. 14) 


ha, 620 += = LiT p. g <H G. 3. 13) 特 取 方 一 二 ,了 一 
1 


FL 就 可 由 (5. 3. 14) 式 得 到 所 要 证 的 (5. 3. DR. 
至 于 (5. 3. 3) 式 ,只 要 注意 到 


D'(fg) —fD'g = 9, C;D'CDf)Dig, 


ij-s-1 


可 用 类 似 的 方法 证 明 . 


(5. 3. 16) 


第 六 章 


二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 


$1. 引言 


为 了 下 面 求解 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 的 需要 (参见 第 七 章 ) ,在 本 音 
中 我 们 将 考察 下 述 交 维 二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 : 
u, — >) ag, Du, —2 X ag, z)u, = FG. z), G, z) € R'X R", 
Pj per j 


i j=l 
(6. 1. 1) 
ΓΞθτι = f(r), u, = g(o),z € R", (6. 1. 2) 


并 证 明 其 解 的 存在 唯一 性 及 正规 性 (参见 L42],L43]). 这 里 假设 对 一 切 G, 
z) C€R'GR'JA. 


a; (t, x) = a, (t, =) Cis 7 = 1. entis n) (6. 1.3) 
K 
ky a; Ct, ze) ë, = mo | ει”, Vë = (E. σσ 6) € R”, (6. 1. 4) 
i. 15ΞΞ1 
而 mo > 0 为 一 常数 . 


注 1.1 在 假设 (6.1.3)-(6. 1.4) 下 ,方程 (6.1.1) 是 一 个 二 阶 线性 双 曲 型 
方程 . 
为 说 明 这 一 点 ,只 需要 注意 对 任意 给 定 的 G, x) € R'X R", fida; = 
a; (t, x) 及 an = a (t, z), 相应 的 特征 二 次 型 
A2 — 2D aN 一 Σ) ata (6. 1. 5) 
j—1 1 


is j= 
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可 写 为 平方 和 的 形式 , 且 其 系数 为 一 正 nn 负 .由 (6.1.3)-(6.1.4), (3420, j = 
1, …, n) 是 一 个 对 称 正定 阵 , 可 先 通过 一 个 正 交 变换 将 (N，…, 4,) 变 为 
Ais ees A) MEZKA. 1. 5) 化 为 


15 --2Σ) ἄωλο ἆ, -- 2, a5 Àj (6. 1. 6) 
151 j 


j=1 
的 形式 ,其 中 
αμ Z m, > 0 (J = 1, =**, m). 6.1. Ὁ 
再 通过 配方 就 可 将 二 次 型 (6. 1.6) 828 


(X ο +a). (6. 1. 8) 
这 就 是 所 要 求 的 形式 ， 
$ 2. 解 的 存在 唯一 性 
我 们 将 利用 伽 辽 金 方法 证 明 如 下 的 
引 理 2.1 对 任意 给 定 的 正 数 了 之 0, 车 设 
f € HHCRD g € HCR"), (6. 2. 1) 
a; € L"(0, T) x R5, (6. 2. 2) 
Sa; Dag .... πμ... 
Ue au € 170. Ty HU (QU) G js k= 1, = n), (6.2.3) 
α € L"(0, T; HR) G = 1, m (6. 2. 4) 
A 
FELO T; ΗΓΒ), (6. 2. 5) 


kp >| ον Ἡ Cauchy 问题 (6.1.1)-(6.1.2) 丰 在 唯一 的 解 一 
ult, z), 满足 
u € (0, Τι HCR IY; (6. 2. 6) 
u, EL (0, T; H'(R")), (6. 2. 7) 
us εἰ (ο, Ty HOR, (6. 2. 8) 
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并 成 立 如 下 的 估计 式 
| ut, +) | Uu EE | u, (t, s) | Har 
«OC CDI £ | tla) + gl Har» 
+È Fæ Ὁ Mean do, vVre[o, ΤΊ, (6.2.9) 


其 中 Co(CT) 是 一 个 与 T Κίϑ Εκ, Τα, Rayli, j= 1. τον n) 在 
(6. 2. 2)-(6. 2. 4) 式 表示 的 空间 中 的 范 数 . 

证 在 HT'(R") 空 间 中 任 取 一 组 基 (w) — 1, 2, ++), 对 任何 给 定 的 
mEN, 求 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1. 2) 的 近似 解 


u(t) = Σο (6. 2. 10) 
l=1 
使 其 满足 
/ 9 £) 
(αν ῥεῖν mis 二 2 X (aya, ο) OL) 
Θα; HG) 
i Ou, t) 
—M (αν, m) —— —— S E I3 
i KEPT Hag. gm! eg 
= UG, Ugo (1 < h < m), Vt € | 05 T] (6. 2. 11) 
K 
del. 7? 
u, C0) = uos, — — 2 ° (6. 2. 12) 
; det. P 
wu, CO) T Uim = =k Nim CU, , (6. 2. 13) 
JFEE m — eo 时， 
uy, — f TE HT CR) 中 强 收 敛 ， (6. 2. 14) 
Uim  δ ft H'( R”) PIREA (6. 2. 15) 


在 (6. 2. IDA B Co «λη-ίρην, + 表示 Η (ORO 5 H (OR ZgLE IBI 
的 对 偶 内 积 ,而 (:，-: “men 表示 H°:(R')z= < 间 中 的 内 积 
由 (6. 2. 10) 式 ,(6. 2. 11)-(6. 2. 13) 式 可 写 为 


m 


Hn 
>Z, E) Go, ° Wh) nog 
ἰ--1 
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δ 6 
— Das G) 5 PI α) ---- iu, ] 


ἕν j=1 Ərzx,Əz; Η 1ο). gt eg 
m z 9 
—2 28. 0) 5 [ase 3) 3a ων) 
j HR”) 
= (FG, αλλη s ης πι). Vv e TS, T] (6. 2. 16) 
K 
gi (Q) = Εις gh O = 5, < L= mb. (6.2.17) 


由 假设 (6. 2. 2)-(6. 2. 5) ,并 注意 到 在 M > E 1 时 ,HY(R”) 空间 是 一 


个 代数 , 易 见 (6. 2. 16) 式 中 所 出 现 的 内 积 均 有 意义 . 于 是 ,我 们 得 到 一 个 未 知 量 
K (g, G) Om) ) 的 二 阶 线性 常 微 分 方程 组 的 Cauchy 问题 . 由 τοι, ts το, 
的 线性 无 关 性 ,有 

det | Gus mrs | 8 IË (6.2. 18) 


于 是 ,由 线性 常 微分 方程 组 的 理论 可 得 : Cauchy 问题 (6. 2. 16)-(6. 2. 17) 在 区 
间 [L0, TJ 上 存在 唯一 的 解 


g, t) € RO T) ας ¿= m), (6. 2. 19) 
从 而 可 由 (6. 2. 10) 式 唯一 决定 近似 解 (1). E. 
a,0) € H'(0, Τι HRJ). (6. 2. 20) 


下 面 对 近 侯 解 的 序列 {fzw G0 ) EG T ni. 
Πα, (7) 乘 (6. 2.11) 式 ,并 对 有 hh 作 和 ,可 得 


l d ; ; 

> d lu, CE | iron 
Σ lae ο 
δρ οὐ αι sT Sz ἜΤ ° UM 


μη ug, pH dg 


8 / 
=r σα w S, u,)) 


= : Θα; HO) 
OG). uas Vr [0, ΤΊ. (6. 2. 21) 
现在 先 对 (6. 2. 21) 式 中 左 端的 第 二 项 进行 比较 仔细 地 考察 . 我 们 有 


αμ >T θα/θα, , εἰ, t 


H'leRU, HYR") 
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Ou, (t) 
= σα x) —). Diu, (t) 
||== TIO, H qj». H! (R 


| 


Fun) 
| a; Ct. +) D: ΕΠΟΝ Diu, (1) 


TES Hg» uias 


d. οσα z) 
x 


lk] <s 


9 u, (t) | 
OrjOr; 


9^ u, (t) 


IL "m t. d 
aj (t, x)D* Eu 


Diaz | 


H ag. H cag 


t) 
Su, , Butt) 


k 
(a μὲν HO θαθα, S s 


ει.» H qj». ΗΚ 
Ou, (t) 
+ [m [ a. ον e.) 


(cs OxOx; 


St) 
一 Ci t, xD. Su) 


IX (ω) š 
S ον θα θα tUm 


LIR”) 


(6. 2. 22) 


EPO, Orian gans ERSTE H ROR Η CR 空间 之 间 的 对 偶 内 积 ， 
C: Dates KR L° ( R”) 空 间 中 的 内 积 . 
προ 2. 22) 式 右 端 的 第 一 项 , 易 知 有 


9'u, (t P 
> (a; G, σα Dius) | 
|| <s 


H ag». Η επ) 


a 9 k b 
I b | σα = a a rt n ). D'u G) 
DESBRES j HUR., HR 


9 s . f 
| - n D'u, G), D'u, (t) 


Θα, Ox 


l| <s j j 


H (RU, Η cg 


o ə 
= Σ) [au Gs 2) 3 ERU a. Duce). 
[es LR 


9 T . , 
(= Bg h αν E D'u,G)« Dru (i) ) . (6.2.23) 


Ik|<s Lg 


B ... B. oy 
NP LUE D! GQ 
(as Ga, α) ar Dis (Os Be DY a») 


i Lag 
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= Dinn) 


d 
— — p (t z) ° 
pta pa Pd. 


2 Diu (1), 
Θα; 


— [ἀρῶν 29 Dhun, o a. Dia a») 


xm 


Tj L” cg) 


nm 8. : 
( m -ᾱ -D'u, (0), κ να) 


1 


(6. 2. 24) 
再 注意 到 αι, 的 对 称 性 [ 见 (6. 1. 3) 式 ] ,就 容易 得 到 
à; Cts z) 5 3. Dius Gs RUM 
PIC Ox - 
_ 1 4 x" μάν a) 9 εάν iuis - gi "E 
2 dt; I Θα; Θα, Ld 
T n Θα; j 0 «63 9 
- EN so ) | . 
2 is Rp 91 Θα; sms i gas zm ë LÊR") 


(6. 2. 25) 
由 (6. 2. 22)- (6. 2. 23) & (6. 2. 25) ,就 可 将 (6. 2. 21) 式 左 端的 第 二 项 改写 为 


n Ou, (1) P 
—M P α)------, u ) 
hcl Orr, Hays HRO 
1 d i k 9 ni 
二 一 一 一 aj; (t, x) 2 pk. En Du GE) 
2 dt $2.5 Θα, θα, I ΠΝ 
1 3 Oag(t. x) 8... n |. 
一 一 -D'u, (0), s Dru, (t) 
2 22. j=l Ot Or θα, Lug 
z E ) 9 / 
" (ums tus C» Diu) 
πες τη Θα; Tj LRO 
a Ou, (t) 
- p. [ (t, κ ) 
HET >| "UM " Θα Θα; 
Θ᾽, (1) ; 
—a; (t, TD A Diu; Gt) ) I 
Əx,Ə j LAR 
(6. 2. 26) 
此 外 ,我 们 有 
Ou, (1) P 
οσα x) Z ; un) 
Or; HR”) 
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θα (1) 
. a Te Diuna) ) . 
> (D | Ë: any LRO 
9u, (1) 
- (as spi mous «o. 
l| s Or, LR 
Əu! (1) 
T£, (p (agtt, x) Ἔκ) 
Θα, (1). 
--αῳ (ἐν 3) DE s, Diui) | 
Θα; L OR) 
(6.2. 27) 
而 对 上 式 右 端 的 第 一 项 ,有 
Ou, (t) 
(4. x)D* —— — , Du!) 
E inci ( Es d b 1 
= ay C, x) Du, G)), Diu, G2]. 
Ox. pags 
Jay: t, x) 
|P ρε KME DE Dius) ) 
Ox, Lag 


OuLQ) ) 


-- σα tan (), DL =" 


à 
j L° (R) 


πο 
- (TREE ptu G), D'u/ w), l 
LËR” 


8 νά pn PSP ο) 
η 


从 而 


θι (1) 
Or 


9 . ’ / 
= -ᾱ-,,; TN ΠΝ . (62.328) 
L (R) 


σα r)Dt 一 一 一， ΟΠΩΝ 
ix) (RU) 


j 


2 Or m 


J 


H (6. 2. 27)-(6. 2. 28) 式 ,可 将 (6. 2. 21) 式 左 端的 第 三 项 写 为 


Θα (t) 7 
— 222 (ay. " x M κ.) 
Or; HO 
TATA , 
- D (TE ptu G2, Diu/ 4a») 
essi 


Θα; 


ιβ) 


— >; > (p t (ay (a, z) Bee | 


πρ πα Θα; 
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du! G) 
Θα; 


j 


这 样 , 利 用 (6. 2. 26) & C6. 2. 29) 式 , (6. 2. 21) 式 可 改写 为 


=ayl x)Di Das), ο. (6. 2. 29) 


LR’ 


1 
re | u, (1) E HR”) 
+D Ὁ [ast ad a= Dia, O3 a Di ©), ) 
|k|< si. j=1 L' CR") 
1 z /Əa; 0.2) Ə 
= = Τ᾽ š k | 
3 MEC 5; Bs. TED x — —Diu,(t) "T 
Oa;(t.x) Ə 
-Σ M (AREE. S puo. Diu, G) ) 
|e| si, j=l Θα; m L (RU 
(1) 
d: ρω Q αὖ . ) 
I#|<si, j=1 ^ » Or;Or 
9? u, (t) 
— d. €f. 天 | 
a; G, x)D; Sg. "Un C) - 
"A Oag (b, 2) ç 
-- Ὁ = — mi u ry Diu, G)) 
iE Es jl Or; gap 
z Qu, (t 
-- ἢ (Di (a.c. α) ==) 
|e[&s ;=1 “τ 
(t) 
— as (t, p 21) Diu (4) 
Θα; Loa 
+(F(t), Wi (E) gregis vt € [0, T]. (6. 2. 30) 


将 上 式 对 t 积分 ,并 注意 到 (6. 2.120706. 2. 13), 4 0 t < T BECAS 


| u, t) | iar 


+ y E (a, (t, z) 5 3, hay 5 - 3. Din.) 


|| si. j=1 L R”) 


= | Uim l; ΗΒ 


n 9 
十 a; CO, z) Hs "oss — Duo, 
> > le i Θα; ° ΠΝ 
9a; (z, 5 
十 >， XJ Sg ως, -Dia, (zy, az Diu) dr 
πρι να Or θα Θα L'cR') 


aa Cr, 
— 5, Eu 计 : us C)» Diu] κ], dr 
L (R) 


X m 
|e| si. j=1 Ox. Ox 


1 
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Ε.Σ Èf (oae o S. 


[£|< si, j=1 


o? 
La i Du c. dr 


k 
--άῃ (τ, z): rU 
Or θα; L* cg» 


ο) 


παν. I 
[ Ba ον 3 ny t Epps Βία C) . dr 
LIR” 


£ m 
Or; 


| 
| 


9 ES 
ΣΝ (p: Lag irs x) E —) 
[k sj =1 ar 
Οι, (T) 
-αμίς, x) Bus) Diu σω T 
f Θα; L3 Gg 
"t 
+2| (Fit), w (sya py de 
0 
= | Uy, | ru 
n 9 9 
ΠΝ a; CO, z) — D tioma — Diu Jm 
2: A i Ox, Ou ` i sn 
L == H sk lll = IN == Y 4- M. (6. 2, 31) 


注意 到 当 > Ë þe 时 ,由 Sobolev f A E FE, 
H (R) C L” CR”) (6. 2. 32) 
为 连续 能 入 ,由 假设 (6. 2. 3)-(6. 2. 4) δὴ Ul, 


| EIH EH N I C [CI uz CO kas + | Dass CO Iir dr, 
(6, 2. 33) 


ay d 
其 中 常数 c, > 0 仅 依赖 于 u, 2 - X B jeden ny Bü tto. Ts 


HC C(R») 范 数 . 
又 由 第 五 章 引 理 3. 1 中 之 (5. 3.4) 式 (在 其 中 取 p =+ so, q = r = 2), 有 


Sa. Cry Ow, (7) 
D: (a; — s ayer, apt — 0 — 
| ι ανα αν Θα Θα; e lindo Orr; Lag 
9'u, (7) 
C| I Dagta 2 | sas | Di Ste 
| D,a; (τν z) | =a | D; OrjOxr; liu 
8 u, (τ) 
fis ite. o | Su, r) |. (6. 2. 34) 
4- | M a; (z z) | DOT ὃς θα, rte 
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其 中 C 为 一 个 正常 数 ,而 D 表示 一 切 |k| 阶 偏 导数 的 集合 ,等 等 ;再 注意 到 
(6. 2. 32) 式 ,在 |& |< s HWA 


& u, (z) 9^ u, (7) 
k m — Ρ m 
|o (asé, du ) ay DD S|. a 
=< C || D,a; (z, x) | g^ EUN COR HR”) » (6. 2. 35) 


于 是 由 假设 (6. 2. 3) 式 就 得 到 


B M lu (τ) || ἔνα» + | Dou COO || eig 2dv, — (6.2. 36) 


s d, = 1, …, n dL (0. T; H° (R")) 


其 中 常数 C, — 0 仅 依赖 于 
范 数 . 同 理 , 有 


| V - | u CO. || a dTs (6. 2. 37) 
0 


k1,. BJ L° (ο, T; ΗΓΒ} 


x 


范 数 . 
此 外 ,显然 有 


“g. 


E IJ purto Header f IEO Mrd, (6.2.38 


再 由 假设 (6. 1.4 ,有 


n 


> X (a G, z τ) aL Dios (3 5 Ba, De 4). I 
<s i, Jj (R) 


= m | D απ Un (t) IE HR” (6. 2. 39) 


于 是 ,利用 (6. 2. 33), (6. 2. 36) - (6. 2. 39) 式 ,并 注意 到 (6. 2. 2) 式 ,由 
(6. 2. 31) 式 就 可 以 得 到 


| u, (t) | ira 十 | D u, (1) | δα 
< C, ( | Uim | Irae» + | Dus, | πο 


[pO Head 


ἫΝ | u, (T) | Eun + | D.u,, (z) | iran dr). 
vz € [0, T], (6. 2. 40) 
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其 中 常数 C, > 0 仅 依 赖 于 aj (i, j= 1，…， n) BJ LOCO, T) x R") 范 数 ， 
=, lm s G, je k=1, =, n) 的 L (0, T; HR") 范 数 . 
再 由 (6. 2. 140-6. 2. 15) 式 及 假设 (6. 2. 1) Η (6. 2. 50 ,利用 Gronwall 不 等 
式 就 可 得 到 
[| 2; (1) || eoo 十 外 DG | as < C(T), Vr € ο, T], 
(6. 2. 41) 


其 中 CC T) E — 53 T XB m 无 关 的 正常 数 . 又 由 


a. Gy = m 0 «T α΄ tedd = figs «f u/(r)dr, (86.3.42) 
0 0 


就 有 
| t, C) | Η επ ὸ = | Uom | HR +f | u, (z) | HR" dT, (6. 2. 43) 
从 而 易 知 
| Up (t) | HR") LCT) Vt Ε [0, JT. (6. 2. 44) 
这 样 ,我 们 就 得 到 
(4,020) εἰ (ο, T; HUR) 中 的 有 界 集 ， (6. 2. 45) 
(u,Q)) € L” (0, T; Η(Β')) 中 的 有 界 集 . (6. 2. 46) 
再 由 (6. 2. 35) 式 并 注意 到 假设 (6. 2. 3) 式 ,对 任何 满足 |& | 过 ;的 多 重 指标 ,有 
Ou, (1) zz (t) 
[D (a, c. x) Orr, aG z) Dš θε/θα, | 
εἰ (ο, T; L*(R")) 中 的 有 界 集 ; (6. 2. 47) 
同 理 ,对 | £ |< A 
, a + 
[pt (ayt, gy )— ayt, z)D* Heil, 
χ; Or; 
€ L” O, T; L:(R”)) 中 的 有 界 集 . (6. 2. 48) 


因此 ,由 弱 紧 性 可 得 : 存在 {wu (2)) 的 一 个 子 列 {u GO) ,使 得 当 y 一 oo 时 ， 
wt) —uG) ΤΕΙ; (0, T; HP (QR 中 弱 < ΜΑΙ, (6. 2. 49) 


w(t) —w G) fE LS (0, T; HO) 4:88 κ ΙΑ, (6.2.50) 
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7 O^ u, (t) 
p: [ j (ty x) ------ F ει DE — 
ass a) Θα Θα; tg a a) ὅσα, 
κ Fult) 9? u(t) 
TNT. Ë A *. 9 k A 
D: (a; G 2) me 6 aj (t, x)D; FA 


# L” (ο, T; 天 (CR")) 38 κ 收敛 ， (6. 2. 51) 


θα (1) θα (1) 
pt (a. 2) Ξ )- a, z)D: — iei 


T " δα, 


kA ; Ə (t) Θι (1) 
D: [ay G, a θα, ) 一 


Or 


J 


ao Ct, z) D: 
fk L^(0, T; LICOR) 中 弱 κ 收敛 
此 外 ,类 似 于 (6. 2. 22) ΑΝ C6. 2. 27) 式 ,我 们 有 


(6. 2. 52) 


Θ᾽ 3 
| as x) a Wh | 


91/9, 


H wg, gm! og 


e? 
- e UNEJ "N 
= 2 | a; G, x)D mS 3:7 Diw, 


H qo. HRO 


Ou, ) 
ο 
- à a laghi α) Bu Pus; 
QO? u, (i) š 
Brar ' Diw, ) ; (6. 2. 53) 


i j L (R) 


T ai €; φ z)Dt 


x ) 
| ast, 2) : s τοι | 


a; (t, dan s ων) 
Θα; H'(R') 


= (ανα. x) D! Sus 


[kl s T 


Ë 
, Diw, ) 


j 


42 (D: (ayt, z Xm 


LRO 


μις 


Θα, (1) 


— ay, zD rm 


k 
° Diw, ) 


j πα 
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Θα (1) 
= 25 | ast, z)D: - ` Diw, ) 


j H (R, HR") 
Θι (1) 
T » (D (asc. 2) — ] 


Θα, (1) 
—ayG, 3)DE -----. Dh]. . (6.254) 


Or j LR") 


J 


在 (6. 2. 532 & (6. 2. 540 X 4 u — eo 取 极 限 , 由 (6. 2. 49)-(6. 2. 52) 式 就 容易 
得 到 


οι (1) 
ία, (ts x) = Wh ) 
es Hg. HIRO 
b Fult) 
=| aj Gs x) S25. ’ οι 
ΠΕ HOUR, mt! qi 
1Ε L” O, T) 中 弱 » 收敛 (6. 2. 55) 
K 
Ou.) 
ta; αν a) £ 9 wn ) 
| h Θα; | ΗΒ 
ϑι/(ε) 
= [ yt; r) ut iu] 
HOUR”), PENR 
* 8 / 
ΠΣ 2) n (t) iu] 
Tj H^ qug gag 
# L^ (0, T) 中 弱 * 收敛 . (6. 2. 56) 


这 样 , 在 (6. 2. 11) 式 中 取 mx 二 4 一 吕 取 极限 ,就 可 得 到 : 对 任意 给 定 的 h€ 
N, 成 立 


d 
— (u(t), τοι) μ ago, ip oi 


dz 
= Cuye), QU.) gr ig. HIR” 


s Fult) 
[ ky aj (ἐ. x) Orjz, 


i. j=1 


4-2» ag; a) Su ; εχ, το, ) 
g= θα, Hag. gt ag 
# L^(0, T) 中 弱 » 收敛. (6. 2. 57) 
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男 一 方面 ,由 (6. 2. 50) 式 ,对 任何 给 定 的 hE N 24 a — ce 时 ,有 


"js ply Wh) p cg, Hugh 
/ 
= (uE), τοι) up at pt ai 


* =Q 
— Ul), wy) ut as μπας 


dt 
= (ul (1), Wi? H cg, n og 
EL” O, T) 中 弱 κ 收敛 ， (8.2. 58) 


于 是 有 


d 
dg (Gu, C) τοι) p ay, HT qat 


2 


E (uL) Wh uet gt, ge gt 


Hu ` 
== lu (£, τοι) H° legt», pt! cg) 


#D'(0, T) rice. (6. 2. 59) 
联合 (6. 2. 57) 及 (6. 2. 59) 式 ,就 得 到 : 对 任何 给 定 的 hh€ N, TED'CO, T) 
成 立 


Fult) 
”| 
| u (t) 5 a; (t, z) Bic fis 


is j=l 


Θ 
E DKD — gy, z, ) 
Ox 


j=l j Hg. Η ug 


= B, (6. 2. 60) 


即 成 立 
” Θ᾽ Fult) 
f (u (r3 — - Mae ο Tim. p, 


σ΄ (£) 


-2X ayt, E) — —— — Fa) &codr., το, | 
T Ho». gm gs 


—0, V$é c DO, T), Vh € Ñ. (6. 2. 61) 


ERA (wy, (h — 1, 2, 24€ Η (ORO rh {8 ---4Η 3, 由 上 式 就 得 到 在 
H (OR) fu y. 
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[ (u^ )— 3 a; (t, x) D uhr) 


2, xr, 
-2X ay s α) E — Fa» écodt = 0, 
γόε DO, Tos (6. 2. 62) 
于 是 在 D (0, Τ; HOR) PRS 
wD) Σ ανά, z) πια x) a = Fü), 
(6. 2. 63) 


即 :是 方程 (6. 1. 1) 的 解 . 再 注意 到 (6. 2. 49)-(6. 2. 50) & (6. 2. 2). (6. 2. 4)- 
(6. 2. 5) 诸 式 ,并 利用 方程 (6. 2. 63) ,就 得 到 (6. 2. 6)-(6. 2. 8) 式 . 这 样 ,(6. 2. 63) 
式 实际 上 在 L^ CO, T; HCR) FUR or. 此 外 由 (6. 2. 57) 及 (6. 2. 63) 式 , 当 
pol ST 8 


d lg 
Çu, (t ) . ο Hog 


dt 


2 
= — (V), τ T ai, n ets 
dt 
* d 
— — (ut). UO, ) n cg). H cg 
dt 
2 
= 3 (1). τοι) g7! cg), H^ cg 


dt 
1ΕΙ (0, T) 中 弱 x 收敛 . (6. 2. 64) 


现在 证 明 x 满足 初始 条 件 (6. 1. 2). 由 (6. 2. 49) —(6. 2. 5005524 μ-» co 时 
可 得 


u,(0) = uy, — uCO) 在 H CR 中 弱 收敛 ， (6. 2. 65) 
于 是 由 (6. 2. 14) 式 就 立刻 得 到 
u(0) = f. (6. 2. 66) 
这 就 是 (6. 1. 2) 的 第 一 式 . 类 似 地 ,由 (6. 2. 58) (6. 2. 6/05, ` p — co 时 ,有 


Cu, (0), VU), ) 7 cg», th og > (u'(0), τε HERY guo: Vh € N, 
(6. 2. 67) 
从 而 由 (6. 2. 15) 式 就 得 到 
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(C0), Wh) lO R. gp aet = (g, W ue gy, glas» Vh € N. 


(6. 2. 68) 
ERA Cw, E H^ CR ) 中 的 一 组 基 , 由 上 式 就 得 到 
u (0) = g. (6. 2. 69) 


这 就 是 (6. 1. 2) 的 第 二 式 . 

这 样 ,由 (6. 2. 49) 式 得 到 的 w 就 给 出 了 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1. 2) 的 解 ， 
且 成 立 (6. 2. 6)-(6. 2. 8) 式 . 这 证 明了 解 的 存在 性 . 

现在 ,对 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1. 2) 的 任何 满足 (6. 2. 6)-(6. 2. 8) 的 解 
u —u(t, x) 证 明 估 计 式 (6. 2. 9). 

将 u, 与 方程 (6. 1. 1) 的 两 端 作 HH'(R”) 空 间 中 的 内 积 , 然 后 在 区 间 [0, z] E 
对 t 积 分 ,和 前 面 对 近 似 解 u(t) 建 立 估计 式 (6. 2. 40) 完 全 相似 ,可 以 得 到 


| D: u (1, 2 | iin? + | u; (t, D | Wigs 


< ai | D,f | i urs + | 8 | ο +Í | Ft, :) | Ia dr 


+| | Du (z, 2 | Era 十 | μι(τ. 2 | ar )dz)， 
Yt € [0, T], (6. 2. 70) 


其 中 常数 Ez = 0 仅 依 赖 于 a; G, 3 = ls mg n) 的 L CC, pb X R”) 范 数 ， 
Oa; Θα 


ij θαω 


Ət ᾿ Ox, θα, 


(25 j: Ë = Is -Ns n) BJ L” (0, T; ΗΠ} 范 数 . 又 由 


ub. ὃ = Fo 十 | subs. odds (6.2, 71) 
0 
可 得 


| ult, 3) | ΗΒ") <= | f | HR +f | u,Cr, 3) | HR dr, Vt € [ο, TL 
(6.2.72) 


联合 (6. 2. 700€ C6. 2.72) 式 ,利用 Gronwall 不 等 式 就 可 以 得 到 所 要 证 明 的 估计 
式 (6. 2. 9). 

利用 估计 式 (6. 2. 9) ,立刻 可 以 得 到 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1. 22 的 满足 
(6. 2. 6)-(6. 2. 8) 式 的 解 的 唯一 性 . 从 而 ,整个 近似 解 序 列 {z G 收敛， 

引 理 2. 1 证 毕 . 
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$83. 解 的 正规 性 


在 本 节 中 ,我 们 将 利用 一 个 磨 光 的 手续 ,将 引 理 2. 1 的 结果 改进 为 
定理 3.1 在 引 理 2.1 的 假设 下 ,对 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1. 2) 的 解 
u 一 u(t,，X),， 必要 时 适当 修改 其 在 区 间 [0, Tj] 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 


we ο([ον Ts HR (6. 3. 1) 
u, € C([0, T]; H'(R')). (6. 3. 2) 


为 了 证 明和 定理 3. 1 ,我 们 需要 利用 有 关 磨 光 算 子 的 一 些 性 质 . 
id ;为 变量 x € R 的 磨 光 算 子 : 


Jaf = J| * f: (6.3. 3) 
其 中 f= Κα). ó — 0, 而 js 例如 说 可 取 为 


l ./ = 
5G = xis): (6. 3. 4) 
其 中 
1 
“ap ----------- |, zi 
Send" ep AE Lers 
Ü, | a [md 
EDR = C; (RO, (8.3.59 
而 常数 C 选 得 使 
| jcodz = 1. (6. 3. 6) 
R 
引 理 3.1 3k 
f € H'(R”), (6. 3. 7) 
其 中 220 为 任 一 给 定 的 整数 , 则 
(i) 成 立 
Jf € CR) (6. 3. 8) 
且 对 任意 给 定 的 整数 N > 0, 


Jaf E HR (6. 3. 9) 
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(1) 对 任意 给 定 的 多 重 指标 k 二 (δι “''. b), |£ |< s. 


JaD:f = DiJsf. 
(ii) 对 任意 给 定 的 6 二 0， 
| Jaf ll ein < C| f || an 
其 中 C 是 一 个 与 9 无 关 的 正常 数 ; 且 当 00m, 
Jaf — f # H: ( R") 中 强 收敛 . 
(v) 对 任意 给 定 的 8 之 0 及 任意 给 定 的 整数 N > s, 
ΡΕ << Cs (ó) || f || pan 


其 中 CN(6) 是 一 个 与 8 及 N 有 关 的 正常 数 . 
证 1. Ηδιπιαπάετ 16 |. 
5118 3. 2( Friedrichs 5118) 设 


a € W""(ORD. f € L2 (R°), 
则 成 立 
| [.7ο» L1£ ll ian SC f litas 
$m Co03—43538XX8$3;B35908. 
[J |, L]f — 0 # L' CR") 中 强 收敛， 
其 中 


9 
L πο 


为 一 个 偏 微分 算 子 ,而 
ΚΕ E] == JIL = L.J; 


为 相应 的 换 位 算 子 . 
证 JPL L. Hórmander[ 16]. 


现在 我 们 利用 引 理 3. 2 来 证 明 如 下 的 
引 理 3.3 ΤΗΣ 


a € L°(R'), 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


. 93. 


. 3. 


3. 


TEP 


10) 


11) 


12) 


. 13) 


14) 


. 15) 


. 16) 


sI 


.18) 


.19) 
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Da € H“ Ευ, (6. 3. 20) 
f € ΗΓΒ, (6. 8. 21) 
则 
ll LJo» L1f ll μια «ο fF ean (6. 3. 22) 
且 当 6 一 0 时 ， 
[Js L]f 一 0 在 HH'(R”) 中 强 收 化， (6. 3. 23) 


这 儿 工 仍 由 (6. 3.17) 式 定义 ,而 C 是 一 个 与 6 无 关 的 正常 数 . 
证 注意 到 (6. 2. 32) 式 ,由 引 理 3.2, 只 需 对 任何 满足 0 二 |k | 三 :的 多 重 指 


| Ρ;[/.» Lf «ο flan: (6. 3. 24) 
HM ó — 0 时， 
Di[J,, L]f — 0 ELRO 中 强 收敛， (6. 3. 25) 
我 们 有 
DJs» L]f = [J,, L]DEf +[D:, Le, LIIS. (6. 3. 26) 
由 引 理 3. 2 及 假设 (6. 3. 19)-(6. 3. 200 ,并 注意 到 (6. 2. 32) 式 ,显然 有 


| [/ο» L1DTf lian SC f || ea: (6. 3. 27) 
H`4 ó— 0 时， 
[J,, L ]D: f — 0 # L' CR') 中 强 收敛. (6. 3. 28) 
因此 , 剩 下 来 只 需要 考察 (6. 3. 26) 右 端的 第 二 式 . 
由 换 位 算 子 的 性 质 
La, Lb, c]] + L^. [ει a]]+[c, La, b]] = 0, (6. 3. 29) 


并 注意 到 由 (6. 3. 10)3 
LD: Tel — 0, (6. 3. 30) 
就 可 得 到 
Bis LJ ΠΡ 


= [Js; [D}, L]]f = (Js[ L]f — CD}, LIÐ — UD» L)Gsf — P). 
(6.3.31) 
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由 于 


[δε E]f p: (ao E)n (3E), (6.3.32) 


类 似 于 (6. 2. 34) 式 ,并 注意 到 (6. 2. 32) 式 ,就 可 得 到 
| [Ds L]f || L'R") 


«οί | D,a || αυ | DES (5-) 


š Or, L (R^ 
σπα. 

Oz, ||” R 
« C || D. | HOR || £ | HR * CE: S. 33) 


其 中 D ”表示 一 切 |A| 阶 偏 导数 的 集合 ,等 等 . 同 理 可 得 


| CD}, LIJ Sf — f) | Lag 
«C | D,a | HR" | Jaf — f | ΗΒ» (6. 3. 34) 


于 是 利用 引 理 3. 1 中 的 (6. 3. 11)-(6. 3. 12) 式 ,并 注意 到 (6. 3. 20) 式 ,就 可 由 
(6. 3. 31) 式 得 到 


十 | Da PITT 


| [D:, Las LIJF | LR 
<C || D,a | Hag FA ΗΒ) 
« C | f ll eas? (6. 3. 35) 


H4 80 时， 
CDE, [J,, L]f] — 0 f£ L' CR) 中 强 收敛 . (6. 3. 36) 
这 就 是 所 要 证 明 的 事实 . B| BB 3. 3 证 毕 


现在 来 证 明定 理 3.1. 
id 
i t, 2) = Jab Dm (6. 3. 37) 


HB u = ult, x) 为 Cauchy 问题 (6. 1. 1)- (6. 1. 2) BJ. 
利用 引 理 3. 1 中 的 (D 及 (iv) ,对 任何 给 定 的 6 二 0, 由 (6. 2. 607 (6. 2. 8) 式 例 
如 可 得 


μμ) EL O; Τι HORI (6. 3. 38) 
u € L ο. Ty ΗΒ, (6. 3. 39) 
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WE L, Τι HCR, (6. 3. 40) 


于 是 ,必要 时 适当 修改 在 区 间 [0， 帮 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,就 有 


κε e Cios T]; HO»), (6. 3. 41) 


W € C([0, T]; HCR"). (6. 3. 42) 
分 别 将 磨 光 算 子 J, 作用 于 方程 (6. 1. 1) 及 初始 条 件 (6. 1. 2) 的 两 端 ,并 注意 


到 (6. 3. 10) 式 ,可 得 


n n 
αὖ, -- Δ) a, Q, xu, — 2>, ay Ct, zu = F Gb, απ) Gs 
ijs y 


(6. 
t=0:w = f°, u = g°, (6. 
其 中 
F'G, «) = FG, 2, (6. 
J = J 8 = g (6. 
而 
G =C t, z) 
- PI αλα, ) — ag. αλ]αι,, ) 
+2 0s, Te ) — ag, z)Jau,, ) 
= 
— D (Blast ai) 5 ) — ag, 2) 3s; Us y 
D ΚΗΠΟΙ; E )- ay. 2) a= ao |, (6. 
由 引 理 3. 1 中 的 (6. 3. 11)-(6. 3. 12) 式 ,并 注意 到 假设 (6. 2. 1) (6. 
在 6 一 0 时 , 有 
f^— f TE H" (OR) 中 强 收敛 ， (6. 
g 一 g TE H' CR 中 强 收敛 ， (6. 


且 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 


F?— F YE L^(0, Τι HR) 中 强 收敛 . (6. 


2. 


. 43) 


44) 


. 45) 


. 46) 


. 47) 


9), 


.48) 
. 49) 


, 90) 
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此 外 ,由 引 理 3. 3 ,并 注意 到 (6. 2. 2)-(6. 2. 4) 式 以 及 (6. 2. 6)-(6. 2.7) 式 ,有 


| G (t, Ὁ | HR) 
== Cx | Dult, 3) [ Η 十 | tty ts 3) | mag ) 
= rd | ut. .) | Hd 十 | t (ts -) | HR)? Vt c [0， T|; (6. 3. $13 


H. 0 — 0 Ir XHEMA ERI € [0, ΤΊ, 


GG. -) > 0 E HCR”) risi y. (6. 3.52) 
于 是 ,由 Lebesgue PEREGE, ή 0—0 时 ， 
G — 0 #E L2 O, T; H CR) 中 强 收 化. (6. 3. 53) 


由 已 建立 的 估计 式 (6. 2. 9), 对 任何 给 定 的 6, ó” — 0, H (6. 3. 43)- 
(6. 3. 44) 式 易 知 


| i t. D —g ζει jJ | "rH ue = | CT ) —dó (t, 2 | Hoi 
< C(T>( l| ?— f” lias 3- a — e" || loe 
"OA | | 
[lr 2 — Fs 9 bandar 
a | f 
二 | Cl. 2 [ae + | οὔ Gs ϱ Miede) 
vi € [0, T]. (6. 3. 54) 


于 是 ,利用 (6. 3. 48)-(6. 3. 50) (6. 3. 522 ,并 注意 到 (6. 3. 41)-(6. 3. 42) 式 ,就 
得 到 : 当 δ-»-0 时 ， 


iP ECO, T]; HA CR) 中 强 收敛 ， (6. 3. 55) 
ι) ECO, T]; POR) 中 强 收敛 . (6. 3. 56) 
但 由 (6. 2. 6)- C6. 2.7) 式 ,类 似 于 (6. 8. 50) 式 可 得 : TE Ô — O hi, 
W — udEgL'O, T; HV" CR) 中 强 收敛 ， (6. 3. 57) 
ib — u, ŒL (0, T; HOR) 中 强 收敛. (6. 3. 58) 
ΤΑ, 34 ó — 0 时 成 立 
i — u E CO, T]; HA CR» 中 强 收敛 ， (6. 3. 59) 
u — u, f£ C([0, T]; H CR) 中 强 收敛 . (6. 3. 60) 


这 就 证 明了 定理 3. 1. 
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推论 3.1 利用 方程 (6.1.1) 可 得 : 在 定理 3.1 的 假设 下 ,还 成 立 
u, € L'(0, Τι H=1(R")). 
推论 3.2 若 在 定理 3. 1 中 进一步 假设 
F € L*(0, T; Η (ΠΒ). 
则 对 Cauchy 问题 (6. 1. 1)-(6. 1.2) 的 解 = u(t, z), 还 成 立 
u, € L"(0, T, HO (9). 
8433 车 在 定理 3. 1 中 进一步 假设 
a; € C([0, T] x RO, Diay € COs T]; HCR), 
aj € C([0, T] H* (R')) 


Fccqo, ΤΗ (2). 
则 对 Cauchy 问题 (6. 1. 1) (6.1. 2) 69 8E u = u(t, XxX), 还 成 立 
u, € COs T]; H^! CR). 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


3. 


ἃς 


3. 


3. 


62) 


63) 


64) 


. 65) 


. 66) 


. 67) 


第 七 章 
化 非 线 性 波动 方程 为 二 阶 拟 线 性 双 曲 


型 方程 组 


$1. 引言 
如 前 所 述 ,本 书 考察 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
Clu = FG. Du, D DY), Un, L. 12 
¿== 0E w= εφία). u, — eii, (7. 1. 2) 
其 中 
e "M. 8 
=“ —_AÍAa= ) 1.1.5 
Ot - ( > Θα; ; ; 
为 n 维 波动 算 子 ， 
9 9 
W = last" pa 
Ə Ə Ə Ə 9 9 
θαι R a: l= Έστε, Ox, Dr dy 
mitia. 
(T. 1.5) 


n; (A5), fi. J = Q, H; 


m E 
其 中 简 记 x, = t, ps ? € C; ( R"), m e > 0d —JS. 
A 


E 


À = Q; Q0, ¿í = 0, 1, - 
假设 在 4 = ο 的 一 个 邻 域 中 ,例如 对 | À |< v, 为 适当 小 的 正 数 ), 非 线性 右 端 


项 Ε(ὰ) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,并 满足 
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FQ) = ος 4), (7. 1. 6) 
mi a > 1 是 一 个 整数 . 


本 章 旨 在 说 明 对 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7. 1. 2) 
的 研究 ,本质 上 可 化 为 对 下 述 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 


u = $ by Cus Du ) tta e +2 ayu, Duun +F(u, Du) 
T - 
| (πι 1. 7) 
有 其 相应 小 初 值 (7. 1. 2) 的 Cauchy 问题 的 研究 . 其 中 ,车 记 
À =Q, Q), i=0,1,.%,n), (7. 1. 8) 
当 | [E b 64 CO s ay OO Gs j= 1, tom 及 F(X) 均 为 充分 光滑 的 函数 ， 
满足 


b; Q) S bj Q) G, j = 1, =, π), (7.1.9) 
b4 00, a 0) = OU | αν j = LN τῶ, (7. 1. 10) 
FQ) = ο |“, C. 1. 11} 


而 a 主 1 为 出 现在 (7. 1.6) 中 的 整数 , 且 成 立 
>a DEE πο | ë |?, v£ € m, (7. 1.12) 
ἐν 1-51 


其 中 mo 为 一 个 正常 数 ， 
a, (A) — δι J-b, OD, (7. 1,18) 


而 ô; 为 Kronecker 记号 . 

为 此 目的 ,在 本 章 中 我 们 将 证 明 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7. 1. 2) 可 等 价 地 化 
为 一 个 形 如 (7. 1. 7) 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 具 形 如 (7. 1. 2) 的 小 初 值 的 
Cauchy 问题 ( 见 $2). 

此 外 ,在 (7.1.1) 中 的 非 线性 右 端 项 下 满足 一 些 特殊 要 求 的 情况 下 ,所 得 到 
的 形 如 (7. 1. 7) 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 也 相应 地 具有 一 些 特殊 的 形式 ( 见 
ἃ 3). AU E FREE u 的 情况 : 


F = F(Du, D,Du), (7. 1. 14) 
相应 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 (7. 1. 7) 就 具有 如 下 特殊 形式 : 
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u= Yb (Du)u,, --2»jag(Du)u, +F(Du). (7.1.15) 
zs j=l EA j=1 d 

又 例如 说 , 若 下 满足 

8^F(0, 0, 0) 20, 1--e st Bez B. (7, 1,18) 


Hp B, — a HRA o 1 gH UTE CT. 1. 6) 中 的 整数 , 则 相应 的 二 阶 拟 线性 双 
曲 型 方程 组 (7. 1.7) 中 的 F(w，PDz) 项 , 必 满 足 类 似 的 条 件 


ƏfF(0, 0) = 0, 1+a< B< ñ. (7. 1.175 
注 1.1 由 (7.1.6) 式 , 恒 成 立 
ƏPF(0, 0, 0) = 0, 0s B= a. | (7.1. 18) 


而 (7. 1. 16) 式 是 附加 的 条 件 . 
有 了 本 章 的 结果 ,本 书 以 下 将 集中 讨论 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 具 小 初 值 的 
Cauchy 问题 (7. 1. 7) 及 (7. 1. 2) ,或 其 特殊 形式 (7. 1. 15) 及 (7. 1. 2288. 


82. 一 般 非 线性 右 端 项 下 的 情况 


本 节 对 一 般 形式 的 非 线 性 右 端 项 
F = F(u, Du, D,Du),. C7, 2. 1) 

考察 Cauchy 问题 (7. 1. 1)- C7. 1. 2). 我 们 要 证 明 

命题 2.1 在 假设 (7. 1.6) 下 , 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 
(7. 1. 1)-(7. 1.2) 可 等 价 地 化 为 一 个 满足 (7. 1. 9)-(7. 1. 13) XX 4937 H8 C7. 1.7) 的 
二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 具 形 如 (7.1.2) 的 小 初 值 的 Cauchy 问题 . 

证 u= ult, z) 为 Cauchy 问题 (7. 1.1) -(7. 1. 2) 的 解 . 令 

Ou 


Wi -- δα, (¿= 1, =, η). CT, 2.22 
并 记 
U = (u, τον t, 7» M (T. 2. 3) 
(1.1. Dp S Ἢ 
def. 
[lu = Flu, DU) =F(u, Du, Duis sy Du,). C. Ὁ, 4) 


将 上 式 对 αι G = 1, την n) 分 别 求 导 一 次 ,就 得 到 
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22u 


DU) G = 1, ΠΡ 


(7. 2. 5) 


其 中 VF(u,，DU) 表 示 下 对 变量 DU 的 梯度 . 

由 (7.1.6) 式 , 易 知 (7. 2. 4)-(7. 2.5) 总 可 写 为 关于 向 量 函 数 U 的 形 如 
(7. 1.7) 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 ,上 且 相应 的 (7. 1. 9)-(7. 1. 13) 式 成 立 . 此 外 ， 
对 向 量 函 数 U 的 相应 的 初始 条 件 为 (7. 1. 2) 及 


ανν θφ() Og) 
¿ = Ü sg, —€6——— —— ΕΝ ε(ιλε--ᾱ------ a>. 


1 i 


这 就 将 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7. 1. 2) 化 为 二 阶 拟 
线性 双 曲 型 方程 组 (7. 2. 4)-(7. 2. 5) 具 小 初 值 (7. 1. 2) 及 (7. 2. 6) 的 Cauchy 
问题 . 

EZA U = (u, m, s u) 为 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 (7. 2. 4}- 
(7.2.5) 具 小 初 值 (7. 1. 2) 及 (7. 2. 6) 的 Cauchy 问题 的 解 ,并 且 假 设 相应 的 
(7.1.9)-(7.1.13) 式 成 立 , 则 可 以 证 明 w 必 为 原先 非 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问 
题 (7.1. 1)-(7.1.2) 的 解 , 且 (7. 1.6) 式 成 立 . 

为 此 ,只 需 证 明 (7. 2. 2) 式 . 令 


(ε--]ν s, πα). (7.2.6) 


E OU . 
W: -- θα, G = H. . n). (E. 2. 7) 
与 上 面 的 推导 类 似 ,将 (7. 2.4) 式 对 x;(i — 1，…, n) 分 别 求 导 一 次 ,就 有 
- ƏF Ou ƏDU ,. _ a 
Llu -- S. (αν DU 5 DU) ὃς, (121; "RT 
(7. 2. 8) 
而 由 (7. 1. 2) 式 有 
pi πω neg ma HE ML I ww, (ER 
Θα, Os 


注意 到 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 的 唯一 性 ,由 (7. 2. 5)- C7. 2. 60 & (7. 2. 8)- 
(7. 2. 9) 立 即 可 得 


Wy = ul = L, 1e πλ (7. 2. 10) 


1 


这 就 是 所 要 证 明 的 (7. 2. 2) 式 . 
命题 2. 1 证 毕 
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注 2.1 若非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7. 1. 2) 中 的 
初 值 V(x) 满足 


K (7.2. 11) 
R 


由 假设 9€ C; (RH 2 8] (7. 2. 6) 式 ,对 化 约 后 形 如 (7.1.7) 的 二 阶 拟 线性 双 
曲 型 方程 组 的 相应 Cauchy 问题 ,其 初 值 仍 满足 类 似 于 (7. 2. 11) 式 的 假设 . 


83. 特殊 非 线 性 右 端 项 下 的 情况 


先 考察 非 线性 右 端 项 下 不 显 含 wx 的 特殊 情形 : 
F = F(Du, D,Du). (1. 3,15 


此 时 ,前 节 所 得 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 (7. 2. 4)-(7. 2. 5) 简 化 为 如 下 的 
形式 : 


def. 


[lu = FC(ODU) --Ε(Ώι. Du, *…, Du,) (7. 3. 2) 
及 
u; = V F(DU) SU C= l, 35 (πι ο 3) 
Or 


其 中 右 端的 项 不 仅 和 (7. 2. 4)-(7. 2. 5) 一 样 不 显 含 ww G= 1, »'', n) ,而 且 也 不 显 
@ u. 于 是 ,相应 于 命题 2. 1 ,我 们 有 

命题 3.1 在 非 线性 右 端 项 FREA u 的 特殊 情形 (7. 3. 1) ,在 相应 的 假设 
(7.1.6) 下 , 非 线 性 波动 方程 


u= F(Du, D,Du) (7. 3. 4) 
具 小 初 值 (7. 1. 2) 的 Cauchy 问题 ,可 等 价 地 化 为 一 个 满足 相应 (7. 1. 9)- 


(7.1. 13) 式 的 形 如 (7. 1. 15) 的 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 具 形 如 (7. 1.2) 的 小 初 
值 的 Cauchy 问题 . 


下 面 考察 非 线 性 右 端 项 下 二 F(u, Du, D,Du) 除 满足 (7. 1. 6) 式 外 ,其 对 z 
的 偏 导数 还 满足 如 下 的 条 件 : 


o?F(0, 0, 00 — Ü, 1+a< zB, (7.3, 92 
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在 (7. 3. 5) 式 成 立 的 特殊 条 件 下 ,由 (7. 2. 4)-(7. 2. 5) 易 见 ,在 将 非 线性 波动 
方程 的 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7.1. 2) 化 为 形 如 (7. 1.7) 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方 
程 组 具 形 如 (7. 1. 2) 的 小 初 值 的 Cauchy 问题 时 ,(7.1.7) 中 的 Fu, Du) HUW 
是 与 (7. 3. 5) 相 似 的 条 件 : 


θὲΕ(0, 0) = 0, le < B ñ. (7. 3. 6 

这 样 ,我 们 就 得 到 

命题 3.2 在 非 线 性 右 端 项 下 除 满足 (7.1.6) 外 ,还 满足 条 件 (7. 3. 5) 的 假 
设 下 , 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 (7. 1. 1)-(7. 1. 2) 可 等 价 地 化 为 
一 个 满足 (7. 1.9)-(7. 1.13) 式 的 形 如 (7. 1.7) 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 具 形 
如 (7.1. 2) 的 小 初 值 的 Cauchy 问题 , 且 (7. 1.7) 中 的 下 (u，Dw) 项 必 满 足 与 
(7. 3.5) 类 似 的 条 件 (7. 3. 6). 

注 3.1 B = 2a 是 一 个 重要 的 特殊 情况 . 此 时 (7. 3. 5) 及 (7. 3. 6) 式 分 别 
写 为 


asF(0, 0, 0) — 0, 1+a < B< 2a (7. 8. 7) 
A 
FFO, 0) = 0, La < B < 2a. (7. 3. 8) 
注 3.2 在 a 二 1 这 一 特殊 而 重要 的 情况 ,(7. 3.7) 及 (7. 3.8) 式 分 别 化 为 
p^ C0, 0, 0) = 0 (7. 3. 9) 
A 


F^ (0,0) --ο, (7. 3. 10) 


uu 
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一 维 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


(8. 1. 1) 


μπεις = F(u, Dus, Du.) 


$1. 引言 
在 本 章 中 我 们 考察 下 述 一 维 完全 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
CB. 1.3} 


t = 0 u= efla), u, --εῴία), 
(8. 1. 3) 


(8. 1. 4) 


于 此 
$, 9 € C; CRO, 


(8. 1. 5) 


而 e > 0 是 一 个 小 参数 . 
À = 0 


Ἂν 
假设 在 4 = 0 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 | À |< v, TERET FA) 是 一 个 充分 光滑 
(8. 1. ϐ) 


的 函数 ,并 满足 
F0Ay == QC] À [***5, 


mi a 1 是 一 个 整数 . 
本 章 的 目的 是 对 任何 给 定 整 数 a 宇 1, 研究 Cauchy 问题 (8. 1. 1)-(8. 1. 2) 
的 经 典 解 的 生命 跨度 T(e). 由 生命 跨度 的 定义 , Te) 等 于 那些 使 得 Cauchy 问 
经 典 解 的 所 有 值 之 上 界 , 从 而 Cauchy 


= 


题 (8. 1. 1)-(8. 1. DÆ 0 二 二 +r 上 存在 
问题 (8. 1. 1)-(8. 1. 2) 的 经 典 解 的 最 大 存在 区 间 为 [0，T(e)). 
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我 们 将 证 明 : 存在 一 个 适当 小 的 正 数 & ,使 对 任何 sE O, εὐ]. 生命 跨度 有 
如 下 的 下 界 估计 ( 见 李 大 潜 , 俞 新 , 周 忆 [48],[49]). 
G) 在 一 般 的 情况 下 ， 


Τ(ε) za. (8.1. 7) 
GD ARY 
| godz — 0, (8.1.8) 
DU 
T(e) > m", (8. 1. 9) 
Gib 车 成 立 
ΘΕΟ. 0,0) =0, Vl+-a< Bez, (8. 1. 10) 
pu 
Τζ) > ae ™ (2.a), (8.1.11) 
M B, = 2e BF, (8. 1. 11) 
TX zac *. (8. 1. 12) 
特别 , 当 非 线性 右 端 项 ΕΠΑ u 时 : 
F = F(Du, Du,), (8. 1. 13) 


(8. 1. 12) 式 成 立 . 

在 上 述 估计 式 中 ,a 表示 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 ,而 ñ, > a 为 一 整数 . 

由 第 十 三 章 及 第 十 四 章 的 结果 ,上 述 关 于 生命 跨度 的 下 界 估 计 均 是 不 可 改 
进 的 最 佳 估 计 . 


由 第 七 章 ; 为 了 考察 一 维 非 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 (8. 1. 1)-(8. 1. 2), 
本 质 上 只 需 考 察 下 述 一 维 拟 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 : 


uy —u,, = b(u, Du)u,, +2a, Gu, Duyu,, -- F(u, Du), (8.1.14) 
£= 0: u= e%(z), u, Ea). (8. 1. 15) 

其 中 假设 (% 办 满足 (8. 1. 4) 式 ,而 e 0 是 一 个 小 参数 . 令 
À = (À; Qi), š = 0, 1). (8.1.16) 
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假设 当 | |< u 时 ,5b(4),ao(X) 及 F(X) 均 为 充分 光滑 的 函数 , 且 成 立 
(1), a Q) = O(| à |°), (8. 1. 17) 
FQ) = OC ἃ οι (8. 1. 18) 
Tika > 1 是 一 个 整数 .于 是 ,在 适当 小 时 ,就 有 


a — a - HE Semis (8. 1. 19) 
而 m, 是 一 个 正常 数 . 此 外 ,条 件 (8. 1. 10) 现 在 化 为 (参见 第 七 章 命题 3. 2) 
e^F(0, 0) 20, Vla < 8< ñ. (8. 1. 20) 


82, Cauchy 问题 (8. 1. 14)- (8. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 
的 下 界 估 计 


2.1. 度量 空间 X; r +. 主要 结果 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 一 维 拟 线 性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 (8. 1. 14)- 
(8. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,证 明 由 (8. 1.7) 及 (8. 1. 9) 所 给 出 的 下 界 估计 . 
由 Sobolev 内 入 定理 ,存在 适当 小 的 已 > 0, 使 成 立 
ων Vf € ΗΠ), | f l| ga < E. (8. 2. 1) 
对 于 任何 给 定 的 整数 S — 4. FERIZTIEBUIEX ECL E KT, 引入 下 述 函 数 
集合 ， 
Xs g, r7 (vts | Dyr SE, ol0s x) = a (ay G = 0, 1, =s, S), 


(8. 2. 2) 
ix Hi 
Ds. (0) = sup. | vts ὃ [| >g 
+ supg (1) | oG, J) [tsa 
+ sup, l Dates «15,52? (8. 2. 3) 
其 中 


Ca ys, #| pdr πε ο; 
güu)-— (8. 2. 4) 
"M 车 [wax = o. 
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而 


[το (εν J) |o ss 2) | Dhotts 2D lias Wd. (8. 2. 5) 
|ἑ|--5 


此 外 , us (z) --εφία). ui? (z) --εφ(α).ΠΠ4{-- 2, εν S BISHER uj Go) Ἢ 
Zult, x) 在 t= 二 0 时 之 值 ,它们 由 方程 (8. 1. 14) 及 初始 条 件 (8. 1. 15) 所 唯一 决 
XE. 显然 ,w” (1 = 0, 1, n. O 均 为 具 紧 支 集 的 充分 光滑 函数 . 

TE Xs 5.+ 上 引入 如 下 的 度量 : 


pO. v) = Ds 4(v—v0), Vo, v € Xs. ar: (8. 2. 6) 
我 们 要 证 明 
引 理 2;1 Ἡε 03& 3 BF, Xs .1 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 
uE 任 取 一 个 在 L0, TT] 上 无穷 可 微 的 函数 aC ,使 其 满足 


hs [^ Zrtzcmin(T, 1). (8. 9.5) 
a = . 6. 
1, 在 上 一 0 附近 ， 


则 易 知 在 s 之 0 适当 小 时 (es 的 选取 与 天 HKA TEA), K 


i 
t (0) 


S 
v= wt, z) = a(t) >; Tr G) (8. 2. 8) 


1-0 


属于 Xs. E pi Xs, E. TAE. 
易 知 Xs. 5.7+ 对 度量 (8. 2. 6) 构 成 一 个 度量 空间 . 为 了 证 明 其 完备 性 , 设 {v;)} 
为 其 一 Cauchy 序列 : 


ρίυ;, vj) — 0, i. j > eo, (8. 2. 9) 


注意 到 LC0, T; (ΒΕ), Ι (0, T; 1) (Λ))ΜΙ (ο, T; Hi^ ( R)>G = 
0, 1 Seng: S) 均 为 完备 的 Banach 空间 ,由 (8&. 2. 9) 式 易 知 存在 υ. [8 


v, v YEL^(0, T; L^ CR) 中 强 收敛 ， (8. 2. 10) 
g(t)v; 一 g(t)v 在 L™(0, T; L'*CR) 中 强 收敛， (8. 2. 11) 
HX 1—0, 1, =, S, 成 立 
dDw, — 9Dv TE L^ (0, T; H^ (RO) 中 强 收敛 . (8. 2. 12) 
由 此 易 知 
plus Ὁ) — 0, 1-.99, (8.2.13) 
R. 
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vE Xs, E, T° (8. Z. 14) 


5|38 2. 1 证 毕 . 
注意 到 S> 4 及 Xs. E, r+ 的 定义 , 且 由 Sobolev AEH, 
H'(R)C L”(R) (8. 2. 15) 
为 连续 嵌入 ,利用 插值 容易 证 明 
51 2.2 对 任何 vE X. , >+, 3 P S 为 不 小 于 4 的 整数 ,成 立 
| ult, -) | D. [E]. ^ ες CE Vt c [0s Tl; (8. 2. 16) 
并 对 任何 满足 2 委 户 委 十 ce hh p lË , RÈ 
| Dolt, © || ag) < CE. Vt € [o, ΤΊ, (8.2.17) 
于 此 C 为 一 个 正常 数 . 
本 节 的 主要 定理 为 如 下 的 
定理 2.1 在 假设 (8. 1.4) 及 (8. 1. 17)-(8. 1. 18) 下 ,对 于 任意 给 定 的 整数 
534, 存在 正常 数 & 及 Co, 满足 Cue, < Eo， 且 使 得 对 于 任何 给 定 的 € € 
(0, & ]. 存在 一 个 正 数 T(e) ,使 Cauchy 问题 (8. 1. 14) -(8. 1. 15) #[0, Τ(ε)] 
上 存在 唯一 的 经 典 解 u € Xs. Ce Tee) ° 而 T(s) 可 取 为 
ae 一 1， LE = s 


Tte) — (8, 2. 18) 
"m a & [uda =o, 


其 中 4a 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 . 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 1 在 区 间 [0,，T(e)] 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,有 


u € C([0, T(O]; Η (R5, (8. 2. 19) 
u, € CCo, Te]; Η(Β}). (8. 2. 20) 
ty E C0 TC]; HÀ" (RD). (8. 2. 21) 


iE2.1 由 Sobolev 4& A. ££, H' (RO CCCRO 7p 3k b EX. 因此 ,满足 
(8. 2. 19)-(8. 2. 21) 49 u= u(t, x) 为 Cauchy 问题 (8. 1. 14)-(8. 1. 15) 的 二 阶 连 
Hk T fit 48Η. 

322 注意 到 生命 跨度 Τε) > Te), 由 (8. 2. 18) 式 就 立刻 得 到 : 对 
Cauchy 问题 (8. 1. 13)-(8. 1. 14) 而 言 , 估 计 式 (8. 1.7) 及 (8. 1. 9) X, >. 
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2.2. 定理 2.1 的 证 明 框 架 整体 迭代 法 


为 了 证 明定 理 2. 1, 任 取 v € Xs. p. T? 由 求解 下 述 线 性 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 


u, —uQ, = FG, Dv, Du,) 


Tiu, Do)yu,, 4 2a, Doy, | Fs, Du); (8. 2. 22) 
ri ün g = εί, m, edited (8. 2. 23) 

定义 一 个 映照 
Ms (8. 2, 24) 


我 们 要 证 明 : 当 s 之 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 Ου, f E = Cos ifi T = Τ(ε) H 
(8. 2. 18) 式 定 义 时 ,M 将 Xs.er 映 照 到 自身 ,上 且 具 有 某 种 压缩 性 . 

引 理 2.3 当 瓦 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 了 EXs FT， 必要 时 修改 在 + 
的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,有 


u = Mv € C([0, T]; Η(Β}). (8. 2. 25) 
u, € C([0, T]; H°(R)), (8. 2. 26) 
uy € πο, Ty B° O08). (8. 2. 27) 
ME 由 Xs.ezr 的 定义 ,对 任何 给 定 的 wE X. er 有 
Dv € 1; (ο, T; H°(R)). (8. 2. 28) 


从 而 ,由 
αἷς. 3 en ait 2 «c. Jde 
= e$ (x) 十 | wdr， -)dr. (8. 2. 29) 
0 


并 注意 到 (8. 1. 40 , 易 知 亦 有 
v E€ L” 0, Τι ΗΓΒ). (8. 2. 30) 


这 样 ,由 (8. 1. 172- C8. 1. 18) ,并 利用 第 五 章 中 的 引 理 2. 2 及 注 2. 1, 且 注意 到 
(8. 2. 2) 及 (8. 2. 15) 式 , 易 知 有 

blv, Do), aj Co, Dv), F(o, Dv) € (0. T; H°(R)), 

Db(o, Dv) € L” (0, T; H^! CR). (8. 2. 31) 
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JE). 34 E > 0 适当 小 时 ,成 立 
alo, Day--1-Hi(n, Du) 25 m» (8. 2. 32) 


因此 ,由 第 六 章 的 定理 3. 1 及 推论 3. 2, 就 立刻 得 到 所 要 求 的 结论 . 证 毕 . 


容易 证 明 下 述 
引 理 2.4 *pu— ult, z) = Mo, 8u(0, x)1 =0, 1. =, SHD 的 值 与 
vE Au p 的 选取 无 关 , 且 


Fu lO, x) = u ο) C= D, 1, ==, SY. (8. 2. 33) 
此 外 ， 
IE -F [aaa se Gg (8. 2. 34) 


T6 p ñ £. pHo, C, -AERA m llu, :) Dp scu MJ £ + 
lut, -) | p s+. PEL 一 0 时 之 值 . 

下 面 的 两 个 引 理 是 证 明定 理 2. 1 的 关键 . 

引 理 2.5 在 定理 2. 1 BRF, 3 E > 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 v EE 
Xs gr) u = Mo 满足 


D, +G) < C, (e 4- (R+ /R)CE 4- Ds rlu))}, (8. 2. 35) 
Jep C, 是 一 个 与 瓦 及 丁 无 关 的 正常 数 ,而 
μ[ Eae D #fydr #0; 


R = R(E, T) — " (8. 2. 36) 
E*'(4- T)», & [uda — o. 


引 理 2.6 在 引 理 2.5 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 五 , u € Xs p pu = Mo 
Au = MD 3 Ru, u € Xs z. 1, 则 成 立 


Dg 4.4 06— 9) =< G, (R + /R)(Ds 4, £ GL — u) -- Dg 4, νι 
(8. 2. 37) 


JC POX—^5EAT AAKER, πη ΚΚΕ, Τ) 仍 由 (8. 2.36) 式 定义 ， 
引 理 2. 5 及 引 理 2. 6 的 证 明 见 后 文 . 现在 我 们 首先 利用 这 两 个 引 理 来 证 明 
定理 2. 1. 
定理 2. 1 的 证 明 ΙΝ 
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C, — $max(C, s C52. (8. 2. 38) 


其 中 C K C, 分 别 为 出 现在 引 理 2.5 及 引 理 2.6 中 之 正常 数 . 

由 引 理 2. 1 的 证 明 可 见 , 取 Ε(ε) = Ge, mi Τ(ε) 如 (8. 2. 18) 式 所 示 时 ,只 要 
€ > 0 充分 小 ,Xs gio. re dE. 

首先 证 明 ,可 适当 选取 (8. 2. 18) 中 的 常数 a, 使 


1 
C, ` 


Κ(Ε(ε), T(e))+VR(E(e), T(e)) < (8. 2. 39) 


事实 上 ,由 (8.2. 360 (8. 2. 18) ,在 IE = 0 或 [ydz 二 0 时 ,分 别 有 


REl), TENDARE, ΤΟ) = C% οξα 
或 


REC), T(e)) --/RCECO , TOD = Cra + C? am, 


于 是 ,只 要 选择 a — 0 适当 小 ,就 能 保证 (8. 2. 39) 式 成 立 . 
利用 (8. 2. 39) 式 ,由 引 理 2. 5 就 容易 得 到 : 可 找到 适当 小 的 e, > 0, 使 对 一 
切 ε(0 «ες ει). 对 任何 给 定 的 UV € Xs no. το. u= Mv 满足 


Ds. γω GO « Ε(ἑ). (8. 2. 40) 


再 注意 到 引 理 2, 4, 就 有 u= Mv € Xs. Ete). Tte) ° 即 MEX, Ete). zis 映照 到 HE. 
再 由 引 理 2. 6 就 得 到 : 对 一 切 e(0 — e x e) 对 任何 给 定 的 5, v € Xs κω. τω» 
^u = Μο. u = Mv, 就 有 


Ds 1 ro Gt 10 < +Ds τω GD), (8.2.4) 


即 M 关于 空间 Xs- l, Ete). Tte) 的 度量 是 一 个 压缩 映照 . 
512.7 Xs z. 7 是 和 si.Er 中 的 一 个 闭 子 集 . 
证 ”只 要 证 明 : + 


v € Xs. z. r° (8. 2. 42) 
H3 ¿ — eo 时 ， 
v; vU TE Xs i z. r 中 成 立 ， (8. 2. 43) 
则 


TEKER (8. 2. 44) 
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事实 上 ,由 (8. 2. 43) 式 及 Xs_ er 中 度量 的 定义 ,有 
v > vL” (0, Ts LORD) PIRIKA, (8. 2. 45) 
σί)υ, gAV EL O, T; L"*CROD PIRIS — (8.2.46) 
及 对 1 二 0, 1, …，S 一 1 成 立 
θΏνυ,--θΏυ ΕΙ, (ο, T; Η ! !(R)) PIRA. (8. 2. 47) 
再 由 (8. 2. 42) 式 及 Xs, ,7 的 定义 ,有 
Ds rlu) CE,i=1,2,.. (8. 2. 48) 
从 而 注意 到 (8. 2.47) 式 , 易 知 对 7 二 0, 1，…,S 成 立 


8Ώνυ, «Ώου ΕΙ." (0, T; Hs-'(R)) 中 弱 x ΜΑ. (8.2.49) 
由 此 ,并 注意 到 对 i 二 1, 2, …, 有 


&v, (0, x) = a (x) (E — 0, T, wy BY (8. 2. 50) 
易 知 
Ful, α) — uj" (4) (= 0, 1, ==, S). (8, 2, 51) 
联合 (8. 2. 45)-(8. 2. 46) Æ (8. 2. 49) , H (8. 2. 48) 式 就 有 
Ds, τ(υ) < E. (8. 2, 52) 


这 就 证 明了 (8. 2. 44) XX. 


现在 证 明 : 对 一 切 e(0 二 e 过 6@), 映 照 M 在 Xs νο. τω 上 具有 唯一 的 不 动 点 
u € Xs, Ece), Tle) š 


u — Mu, (8. 2. 53) 


JA u = ult, z) 即 为 Cauchy 问题 (8. 1. 14)-(8. 1. 15D ÆL0 Τ(ε)] EKWA 
典 解 . 

此 不 动 点 的 唯一 性 是 M 在 空间 Xs_1, ro. re 的 度量 下 的 压缩 性 的 显然 的 推 
论 . 为 了 证 明 不 动 点 的 存在 性 , 任 取 


u” € Xs, ko. To (8. 2. 54) 
作为 零 次 近似 ,用 
uO Mui 0 (8. 2.552 
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来 构造 迭代 序列 . 由 于 ΜΉ Xs, κω, re 映照 到 自身 ,有 


u" € X. masa m, 1s ὃν ο (8. 2. 56) 
再 由 M TE X 54, go, τω PRERE , KRE Xs rw. ro 中 给 出 一 个 不 动 点 : 
BÉJXsa de (8. 2. 57) 

使 (8. 2. 530 SX RE H4 i co 时 
u^ — u YE Xs i row, ro 中 成 立 . (8. 2. 58) 


于 是 ,由 引 理 2. 7 立刻 得 到 
uc Xs. Ele), Tte) * (8. 2. 59) 


它 就 是 M 在 空间 Xs go, x 上 的 唯一 不 动 点 . EEJ% 2. 3, (8. 2. 19)- 
(8. 2. 20) 式 成 立 , 从 而 易 证 


blu, Du), ayCu, Du), Flu, Du) € C([0, T]; H°(R)), 
(8. 2. 60) 
于 是 由 第 六 章 中 的 推论 3. 3 立刻 可 得 (8. 2. 2D 3X. 定理 2. 1 证 毕 . 
2.3. 518 2. 5 的 证 明 


RATH | ἀῶ» =) | ea 
利用 第 四 章 定 理 1. 1 中 的 (4. 1. 4) 式 (在 其 中 取 p — +o), H (8. 2. 22)- 
(8. 2. 23) 可 得 
| ult, +) | L (R) 
κεί | $ | iiri + | g | |a? 


«| | FG, Do, Du) (z, 2 || a dr 

Ü 

κα] | PG, De, Date, 2 edt. (8, 2. 61) 
0 


于 此 及 以 后 ,C 恒 表示 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . 

由 Halder 不 等 式 ( 参 见 第 五 章 引 理 1. 1) ,注意 到 (8. 1. 17)-(8. 1. 18). 
(8.2.15),(8.2.17) 及 Xser 的 定义 ,并 利用 第 五 章 的 引 理 2. 2 与 注 2. 1 以 及 第 
三 章 的 引 理 4. 1 , 易 知 有 

| lv, Dv)u,, + 2a (o, Dudun) C, 2 | ia 
< C || C, Do)(z, 2 [| ig, | Du, (z, 2 || pa 
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< CE'g' C) || Du, (z, 2 lE || Du, (z, 2 l| 5° 


L (RD Io 
< CE'g' C) || Du , (z, 2 [ina 
= CE" p Cr Ds pku) (8, 2, 62) 


| Fv, Dv), 2 || ia < C || C» Do) || nz 


L*(g) 


< CE""g""(r). (8. 2. 63) 
于 是 ,注意 到 (8. 2. 4) 式 ,由 (8. 2. 61) 式 就 得 到 
| us .ae < Ce HCE" +t) E+ D ru)), (8.2.64) 
其 中 


k= (8. 2. 65) 


再 注意 到 (8. 2. 36) 式 ,由 (8. 2. 64) 就 得 到 
"o | u(t, -) | L (R) = Cte-- RCE, T)(E + Ds, +(u))). (8. 2. 66) 
接 下 来 估计 ως, ) | LITIR- 


利用 第 四 章 定理 1. 1 中 的 (4. 1. 4) 式 及 (4. 1. 8) 式 (在 其 中 取 p 二 1 十 o), 并 
注意 到 (8. 2. 4) 式 ,类 似 于 (8. 2. 66) ,由 (8. 2. 22)- (8. 2. 23) 可 得 


lul, ») || LCR) 
«cegco c] eye | Pn De, Du, Ge, -J || ugs de 
0 
< Ceg (1) FOE Fiy e g ONE+ Ds, rad) 
« Ögle RE, TYE Ds 402)), (8. 2. 67) 
从 而 
=d l+a 
EE C) | les «} || ον 
= Cle+RE, TWE + D, 4G2)). (8. 2. 68) 


最 后 ,我 们 来 估计 | Dut, Ilo. sia. 
对 任何 满足 0 二 |k | 三 S 的 二 重 指标 & = (ki, kz), 在 (8. 2. 22) 的 两 端 作用 
D' ,然后 与 Diu, EL? 中 的 内 积 , 再 对 t 积分 ,类 似 于 第 六 章 中 的 (6. 2. 31) 式 ,可 
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| Du G, 2 Bon +| aCo, Du) G, D'u, (t, :))°dz 
R 


= || Du, «| bas, atu, Doris dC (0, Y dz 


| JJ Epit. ERIGI ry Ze, o dede 
R 


OT 
2f | Əb (o, Do) (z, -) Du, (z, Εμ (z, Jdrdce 
R Or 
9 0 , D °. 9) 9 
2f ] aylw: Darte (D'u.lt, *)) dxdr 
R Or 
+ JNE Gitty D'u, (r, dz dz 
is 2f l. g, (=, 2D'u,(r, -)dxdc 


def. 


= | DuC, 2 lia «| alv, Dv) (0, (Du, (0, 0^ dx 
R 


+I+I +Il+ N + V, (8. 2. 69) 
其 中 函数 aC OH C8. 1. 19) 式 定义 ,而 
G, = D! (blv, Do)u,,) —b(G, Dv)D'u,, 
+ 2[D'CGay Co, Dv)u,) —as Co. Dv)D'u,, ]» (8. 2, 70) 
οι = DF (v, Dv). (8. 2. 71) 
注意 到 (8. 1. 172 & C8. 2. 16) 式 , 易 知 成 立 
| I s| El: |I CE G ενος CRE,, NDS Gy. 
(8. 2. 72) 


利用 第 五 章 中 之 (5. 1. 24) 式 (在 其 中 取 p—q= p: q. =p; =q} 52, ῥι 
q=p =u =+ m X 寺 1) 及 第 五 章 中 之 引 理 2.2 及 注 2. 1[ 在 其 中 分 别 取 p— 
q— p;—q,—--co (¿=0, 1, =, DR p=q= p 5u 52 l] p55 (¿= 
1, =, β) ]3ETEXESSICS. 2. 15)-(8. 2. 16) 式 ,就 得 到 
[είτε 53 }} s SE GE Ὡς rtu): (8. 2. 73) 


# | b |> 0 时 ,利用 第 五 章 中 之 (5. 2.15) 式 ,并 注意 到 (8. 2. 160 sÑ, H 
(8. 1. 18) 式 可 得 
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| i Gra = || ruga SCE. (8. 2. 74) 
而 在 |& | 一 0 时 ,由 Holder 不 等 式 , 有 
| go Ces 2 ana = | FCo, Do) (z, :) | L OR) 
<C|| Go, Do)(z, ao。 (8.2. 75) 


再 由 插值 不 等 式 ( 见 第 三 章 引 理 4. D ,并 注意 到 X. e + 的 定义 ,有 


l 1 


| v(r, ") | pHo < | υίτ, «) | E (RO | vir, :) ET 
< CE(g(£))1, (8. 2. 76) 
于 是 再 利用 (8. 2. 17) 式 就 得 到 
lg» 2 [zao LCE eei. (8. 2. 77) 


H C8. 2. 73)-(8. 2. 740 É C8. 2.77) 式 ,就 得 到 
| N |< CE* Q +D, τω) «t CRCE, DD plu) (8. 2. 78) 


| V] e CE" (GG) * A+ t)Ds 4G) 
< CRCE, TYED, L GO. (8. 2. 79) 


这 样 , 利 用 (8. 2. 72) 及 (8. 2. 78) (8. 2. 79) 式 ,并 注意 到 (8. 2. 34) 式 及 
(8. 2. 32) 式 ,就 可 由 (8. 2. 69) 式 得 到 


,Sup, | Duc(t, 2) | H, S; 2: = Ce Ó+ R(E, T) CE 4- Dg. T1002). 
(8. 2. 80) 


联合 (8. 2. 66), (8. 2. 68) λέ (8. 2. 800 ,就 得 到 所 要 求 的 估计 式 (8. 2. 35). 5| 
BH 2.5 证 毕 . 


2.4. 引 理 2. 6 的 证 明 


^ 


u* —u—u,.v' = τ--ὍὋ. (8. 2. 81) 
由 映照 M 的 定义 ,有 
u, —a(o, Dv)u;, —2ay(v, Dv)u, =F", (8. 2. 82) 
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£= Ü r" = == 0 (8. 2. 83) 
于 此 函数 a(:) 由 (8. 1. 19) 式 定义 ,而 
* = (b, Dv) —b(%, Ώυλλα,, 
+2(a CU, Dv) —a(v, Dv)) u,, 
+F, Dv) — F(o, Dv). (8. 2. 84) 
类 似 于 (8. 2. 66) (8. 2. 68) ,此 时 可 得 到 
Sup. | u "Ws 2) || = (R) xc CRE, T)? Dsi; yC) -F Dg ι pv" )) 


[s 


(8. 2. 85) 


Sup g 4) | ac" G, -X || ae 
=< CRÇE, T)(Ds 4, ία" 2 + Dg 4, rlo” 25. (8. 2. 86) 
下 面 对 || Du* G -) | p. s-_1,2 进 行 估计 . 


对 任何 满足 0 过 | |<S—1 的 二 重 指标 有 一 Gs. δι). 类 似 于 (8. 2. 69) 式 ， 
我 们 有 


| Dia" G, JY lg, +| ali. DEN. Diu? (a, Yd 
R 


-[ Əb(o, Dv)Cr, :) 
Or 

ZR Ob Cv, DET 9) 

B ΠΝ Əa (u, τ 5) 


(Ou; (z, )) dxdt 


D'u; (z, 2D*u; (t, dxdt 


(Du? (c, D)! dxdr 


+f f G, (z, 2D'u? (z, Jdzdr 
O04. R 


4 ?| | Z; (e, OD uw. te, 3424 


def. 
=] +I +I +V + V, (8.2. 87) 
其 中 
= D (blo, Do)u;)) —b(, Dv)D'u;, 
4-2€(D Ca, CU, Doul) —a Go, Dv)D'u;), 
(8. 2. 88) 
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z, = ΡΕ". (8. 2. 89) 
类 似 于 (8. 2. 72) 及 (8. 2. 78) ,此 时 我 们 有 
| Í |+ I |+] ll IH N | < CEAD. τ(α") 
CRGO, ΠΡ γία}. 0.2.90 
此 外 ,分 别 类 似 于 (8. 2. 74) & C8. 2. 77) ,我 们 有 : E | k |> 0 HEU 
l| gis δω CE D st 3, (8. 2. 91) 


而 


+a 


ll ges 2 lao S CEET Ὡς 4. 472, (8. 2. 92) 
从 而 


l-a 


| V |= CE'(gGD) ? (1--DDs , ru” Ds 4, ru") 
= CR GE, T) Dan y60 ) Ds y. που" Js (8. 2. 93) 


这 样 ,利用 (8. 2. 900 & C8. 2. 93) 式 ,由 (8. 2. 87) 式 就 得 到 


| Du (t, -) | D. Si, T 
=< C/RCGE, T) (Ds , 4 (2 2 + Ds 4, 4v" 22. (8. 2. 94) 


合并 (8. 2. 85)-(8. 2. 86) & C8. 2. 94) ,就 得 到 所 要 证 明 的 (8. 2. 37) 3X. 引 理 
2.6 证 毕 . 


$3. Cauchy 问题 (8. 1. 14)-(8. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 
的 下 界 估 计 ( 续 ) 


3.1. 度量 空间 X, , +. 主要 结果 


在 本 节 中 ,我 们 考察 满足 假设 (8. 1. 20) 的 特殊 情形 ,证 明 此 时 Cauchy 问题 
(8. 1. 14)-(8. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 具有 形 如 (8. 1. 11) 的 下 界 估计 . 整个 的 
讨论 与 上 节 类 似 , 这 里 我 们 仅 指出 一 些 本 质 上 的 不 同 之 点 . 

在 此 情形 ,不 论 (8. 1. 8) 式 是 否 成 立 , 仍 由 (8. 2. 2) 式 引入 函数 集合 Xs. ero 
但 代替 (8. 2. 3) 式 此 时 我 们 取 


Ds, τ(υ) = oc | υ(. 9) | L (Β) 
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+ sup (12-0778. | ts Ὁ | hem 
Tp. | DvG, =) || p, 5.27 (8. 3. 1) 


其 中 BB >a HERG. 1. 20) 中 的 整数 . 我 们 有 
定理 3.1 在 定理 2.1 的 假设 下 ,并 假设 (8. 1. 20) 式 成 立 , 则 有 和 定理 2.1 
同样 的 结论 ,但 代替 (8. 2. 18) 式 ,此 时 取 


- B, 
Τ(ε) = ae "9 (F.a) — 1, (8. 3. 2) 


JP a 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . 

为 证 明定 理 3. 1, 仅 需 证 明 下 述 两 个 引 理 . 

引 理 3.1 在 定理 3.1 的 假设 下 , 当 忆 省 0 适 当 小 时 ,对 任何 给 定 的 vE 
Xs p r u = Mo 满足 


D, -GO SZ C te J- QE 4-R ZR5CE- DS G0, (8. 3. 3) 
于 此 CI Z—4 5 E Z T Z X 6) E % 4. 


def. AP 
R=RE, T) Επ (σι) (1 + T). (8. 3. 4) 


引 理 3.2 在 引 理 3. 1 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 如 ,5 € Xs p r Fu = Mo 
Zu =M? HRU, u € Xspr. AG 
Ds, τα — u) 
E CUR* ERE/R DS oL — W) Diaa (8.3.5) 
其 中 C, 2 — 45 E £ T Z< HEX, m R —= R(E, T) 仍 由 (8. 3.4) 式 定义 . 


3.2. 588 3. 1 的 证 明 


注意 到 (8. 1. 20) ,可 将 改写 为 


Fw, Dv, Du.) 
= (blu, 0)u,0, —b, Co, Ολα, + CÓCo, Dv) —bCo, 0)u,, 
+ 2(a Cv, 0)u,), —2agy (v, Ολα, 
+ 2(a, Cv, Dv) — ag (v, 00)u,, 
+ (F(o, Dv) — F(o, 0) — Fg, Cu, 00Dv) 
-F FG, 0) + F5, Cv, 0)Ώυ 


1 


1 
=== 51ƏG,(o, tiz) =E ΣΑ,(υ)υ, u, 
: i=0 


i=0 
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1 
一 > Bj (v, Dv)v,u,, 


ἐν y=0 


1 
+ 2; G; G, Dv)v, v, + FCv, 0), (8. 3. 6) 


i. j=0 
Hj (πι, αι) = G. χ). (94,90 = (9. 9) = D, HG. 1. 17)-(8. 1. 18}: 
(8. 1. 20:& 1E 2 = 0 的 一 个 邻 域 中 成 立 


GA) — OC| | (¿= 6, 1s A — Q, AD, (8. 3. 7) 
H G(X) 对 变量 为 仿 射 的 ， 
AA - ΟΙ) (=0, D, (8. 3. 8) 


B; Qy, C, 01 — OL| à [3 αν j = 0, 1; A = (Αν Ας. A0 


(8. 3. 9) 
及 
FQ, 0) 2 O(| A |P 8). (8. 3. 10) 
这 样 ,Cauchy 问题 (8. 2. 22)- (8. 2. 23» WJf u = Mw 可 表示 为 
1 
"το 十 Naw” = (8. δ. 112 
i=0 
其 中 w” Jj Cauchy 问题 
w το = 0, (8. 3.12) 
t= 0: w = elr), τω = εφ(1) (8. 9. 13) 
的 解 ,而 w”(i — 0, 1) ιν uw" Ru” 分 别 满足 方程 
wp —w? Gv, u,), G = 0, 1), (8. 3. 14) 
um T = Ü, (8. 3. 15) 
1 1 
ut — αν) = SA wv u, + - B; Co, Dv)v, u, 
i=0 i i j=0 7 / 
1 
4 23 G; Go, Ρο, (8.3.16) 
σε κ 
及 
up — u? = F(u, 0): (8, 3. 17} 


此 外 , 除 w” EMI ARTE 


178” 非 线性 波动 方程 


$i" = 0, a” = Glos u, ) Os x) (8. 3. 18) 


外 ， w” (i —0, Iru” K u^? 均 满 足 零 初始 条 件 . 
我 们 首先 估计 | ult, *) | L (R)- 
由 第 四 章 中 的 (4. 1. 5) 式 ,并 注意 到 (8. 3. 70 (8.2. 15055 δ ἘΠΕ E — 0 38 
当 小 时 ,对 ¿ = 0, ia 11 
| Iw” (t, 9) | L (RD = | | G;Cv, u,)r, 9) | i» ig; d 
0 
CE (I+ 0E 4- Ds, r(u)) 
κ CR(E, Τ)(Ε-Γ Ds, 4 (2), (8. 3. 19) 


这 儿 及 今后 ,C 均 表 示 与 E K T JoXBIIES A, MRE, T) H8. 3. OREX. 
由 第 四 章 中 的 (4. 1. 4) 式 ,并 注意 到 (8. 3.7) 及 (8. 2. 34) 式 ,有 


| 9 Ces sy, [| = a δε. (8. 3. 20) 


再 由 第 四 章 中 的 (4. 1. 4) 式 ,并 注意 到 (8. 3. 8)-(8. 3. 100 3X Xs e LAE XL. 
易 见 


| ub OR, 5) | L (R) 


zi 
goll » | A;CO v, u, Ce 2 || ira dr 
0 ;=0 Ë 


po 
十 | p» | By Cu, Dv)v, u,, (τν -) laxius 
0 ; ! J 


ἐν j-0 


t 1 
+f D> ΙΟ), Ρυγυ,υ, Ce 2 | adr] 
-ο d 


0 jj 
< CE*(1+¿)(E+ Ds, 4 (02) 
κ ΟΚ(Ε. T) CE 4- Ds, rtu)) (8. 3. 21) 


| SUS | L (R) 
al | F(v, 0) (7, 9) | ieg;dt 
0 


1+8; 


LH dr 


sej fatai 
0 
κ Οκ ΕΙ s CERE, T). (8. 3. 22) 


此 外 , 仍 由 第 四 章 中 的 (4. 1. 4) 式 ,显然 有 
| w” (t, .) || = GE; (8. ἃ. 23) 
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合并 (8. 8. 19)-(8. 3. 23) ,由 (8. 3. 11) 式 就 得 到 


sup | ult, 3) ο. 
OSST 


< Cte+ (R2 (E, D4RE, TYXG-A- D, HG). (8. 3. 24) 


下 面 我 们 估计 | ult, 1) | LÀ igo 
由 第 四 章 的 (4. 1. 5) 式 ,类 似 于 (8. 3. 19) 式 ,对 ;i — 0, 1, 可 得 


| 9:9? G, 5 || εδ) 


«| | Ο,(υ, u,) (τη 9) | Lto dt 
0 


t 
gél OMITTITUR ETT μεν ἃτ 


< CE*( ΠΕ (E+ D rlud) 
TRE, TXE + Ds ο), (8. 3. 25) 


«Cay 
类 似 地 ,由 第 四 章 中 之 (4. 1. 4) 式 ,可 得 
[ων 2 Laos Da Cs - tto 
« CQ - DR, (8. 3. 26) 


| au Cr. y | LE cg) 


1 


κο γι) RE, T)(E 4- Ds, +(u)) (8. 3. 27) 


la Cs -) | sñao < CQ +) 58 ER (E, T). (8. 3. 28) 
这 样 ,由 (8. 3. 11) 式 就 得 到 


Sup, (1-1) ΓΗ. || “(αν J) [| pas 


< C(e+ RE, T) +R(E, T)) (E+ Ds +Gu))). (8. 3. 29) 


最 后 ,我们 来 估计 | Du(t, -) | D. S. 2* 
我 们 此 时 仍 有 (8. 2. 69)-(8. 2. 722 , (8. 2. 789) (8. 2. 74) 诸 式 . 此 外 ,由 于 


Fw, Dv) = Fw, 0) + F(o, Dv)Dv, (8. 3. 30) 
其 中 , FA) #À = Q, A; AD = 0 的 一 个 邻 域 中 充分 光滑 ,是 
FQ) = OC| à |°), (8. 3. 31) 


180” 非 线性 波动 方程 


利用 插值 不 等 式 ( 见 第 三 章 引 理 4. 1) ,并 注意 到 (8. 3. 10) 及 Xs, e 7 的 定义 ,有 
| Ε(υ, 0) (z, 2 || ιδεα 


dt 

m | FCv, Ο)(τ. 2 | E TT | FCv, Ώλίτ. 9) | Y. ugs 

A ανά 

«& Cl «e, 2 Il rA, | η 

« CE" (14-7)? (8. 3. 32) 
及 

| FC, Ρυ)Ῥυίτ. 2 || ia, 

< | Ft, Ῥυ}ίτι 2 || ru; || Ῥυίτ. 2 || aoo 

< CE", (8. 3. 33) 
TR 

lg Ces 2 [a < CEP ^ Q 2-0? ΟΕ”, (8. 3. 34) 


再 注意 到 (8. 2. 74) 式 ,就 有 
| V | < CE" (12-0? Ds 4G) CET (HE Ds +(u) 
«COUP (E, THRE, T>)ED, rlu). (8. 3. 35) 
利用 (8. 2.12). (8. 2. 78) (8.3. 35) 式 ,由 (8. 2. 69) 式 就 得 到 
αρ | Du G, .) sz 
= Clet (RE, DARE, DIE + D. plu) 1. (8. 3, 36) 
合并 (8. 3. 24). (8. 3. 29) J£ (8. 3. 36) 式 ,就 得 到 所 要 证 明 的 (8. 3. 32 5X. 引 理 
3. 1 ΓΕ. 
3.3. 引 理 3. 2 的 证 明 
我 们 有 


bCo, Dv) —bCo, Dv) 
= b, CU, DoOv' +b,(0, Do)Dv* 
= b, (9, 0)v' + (b, (0, Ρο) --δι(ο, 0)Dv' +b,(%9, Do)Dv* 
= b, Co, 0)u" +b,(%@, Do)Dov v' +b,(%@, Do)Dv' (8. 3, 37) 


及 
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Ε(ο. Dv) —F(v. Dv) 


I 
= F, 0) — Fo, 0) + > (CF Go, 008, v — F,(o, 009, v) 


i=0 


1 
+ > GG, Dv)8,v9;v — F, Go, Dv)8, 09, v) 


i j=0 


ƏF ~ * l ~r ` — 
απ Σ)ϑ,(ο,() --ᾱ(9)) 
u 


ἐ--Ό 


1 
+ Σ) [F;@, Do)Ə,gƏ;o" --F;(v, Dv)9v' 9,0 


i j=0 


GG, Dv) — F, Go, Do))Ə,oƏ; v ] 
1 
E a, 0)v' + 338,(G; Ew) 
u 


i=0 


1 
+ > (F(T, ΡΟ}9, 08ο" +F; ©, Ρο)θυ” 9,9 


i, j—0 


+F, GG, D9)v' 9, v9, Ὁ) 


J F; GG, ῬΌ}9, 99, v9,v' , 


ij EO 
于 此 
ᾱ-- δε, D). 
而 GON F; Co, 0) 的 一 个 原 函 数 G — 0, 1). 
这 样 ,类 似 于 引 理 3. 1 的 证 明 . 可 得 


SUP, luz" Ces) | ὅταν 
+ sup FOCUS, |z” Ce, 9 || aym 
< CGÓCE, T) --ROE, T))(Ds ,ru ) + Ds τν" )). 
另 一 方面 ,此 时 仍 成 立 (8. 2. 87)-(8. 2. 9D X. 此 外 ,注意 到 
F(v, Dv) — F(v, Dv) 


1 
= F, 0) — F, 0)+ ` (F(T, Dv)8, v — F(T, Dv)9, v) 
i-0 


1 
= I. 0)υ” + > [F,ÇGo, Do)Ə;o * 
u 


i= 0 


十 (FE (o, Dv) — F,Co, Do ))Ə, T], 
类 似 于 (8. 3. 34) 式 ,可 以 得 到 


(8. 3. 38) 


(8, 3. 99) 


(8. 3. 40) 


(8. 3. 41) 
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| go (t. :) | που... | Ε” (τν) | Loo 
< CG* 0-7)? 4-E2D; ι 14), (8. 3. 42) 
从 而 
πες, TARE: T))Ds u YD ste) (8,343) 
这 样 , 我 们 得 到 
„Sup, | Du“ EA .) | D. 5-1. 2 
ECE, T) -E/RGE, TDYXD, rae 5E D. a νο" Ὁ. (8. 3. 44) 
8 


并 (8. 3. 40) & (8. 3. 44) 式 ,就 得 到 所 要 求 的 估计 式 (8. 8. 5). 5| BE 8. 2 
证 毕 . 


第 九 章 
n( 宇 3) 维 非 线 性 波动 方程 的 
Cauchy 问题 


$1. 引言 
在 本 章 中 我 们 考察 下 述 n( 宇 3) 维 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 
(9. 1. 15 


问题 : 
u= Flus, Du, D, Du), 
t—0:u-—tgQ(x), u, εφ(α). ç9.1. 2) 
于 此 
Θ᾽ uo 
dcm , (9.1.3) 
H or > Or? 
Ἂ n 维 波动 算 子 ， 
9 9 9 9 9 
B= 
9 与 为 充分 光滑 的 具 紧 支 集 的 函数 ,不 妨 设 o, ó € C; (R), ifii € 0 ---ν 
n; (452, i, j — 0, ls "4 n, i--3 = 1). 
(6. 1. 5) 


参数 . 
记 


A= (à; Q), ¿= 0, 1, : 


BRE À = 0 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 | À | 过 wv, 非 线性 项 FO) 是 一 个 充分 光滑 


的 函数 , 并 满足 
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FÂ) =0 à|), (9, 1. ϐ) 


Ij a > 1 αὶ 3 38. 

本 章 的 目的 是 对 任何 给 定 的 整数 a 1, den ER n > 3 BJ, HAE 80755 
研究 Cauchy 问题 (9. 1. 1) -(9. 1. 2) 的 经 典 解 & = ut, α) 的 生命 跨度 T(e). 

我 们 将 证 明 : 存在 一 个 适当 小 的 正 数 s ,使 对 任何 给 定 的 sE (0, εὐ], 对 不 
EJH e > 1 K n> 3 Zf, 

CD 在 一 般 情况 下 ,生命 跨度 T(e) 有 下 表 所 示 的 下 界 估 计 : 


HOR 


GD 若 成 立 
θε FO, 0, 0) = 0, (9.1.7) 
则 生命 跨度 TCO 有 下 表 所 示 的 下 界 估计 : 


Τ(ε) = 


特别 , 当 非 线性 右 端 项 不 显 含 时， 
F — F(Du, D, Du), (9. 1. 8) 


上 一 表格 成 立 . 

在 上 面 的 两 个 表格 中 ,a 与 6 均 表 示 与 无 关 的 正常 数 . 

上 面 的 第 一 个 表格 ,用 统一 的 方式 ( 见 李 大 洪 与 俞 新 L45],[46]) 给 出 了 李 大 
潜 与 陈 韵 梅 L41] 关 于 整体 存在 性 (T(e) = 十 co) 的 结果 ,L. Harmander[19] 在 
n 二 4 及 a 二 1 时 及 H. Lindblad[ 59]fE n = 3 及 a 二 1 时 分 别 对 生命 跨度 下 界 的 
结果 . 而 上 面 的 第 二 个 表格 , 则 用 统一 的 方式 ( 见 李 大 潜 , 周 忆 [50]) 给 出 了 在 条 
fF09.1.7) F,H L. Hórmander[ 19] n = 4 X a = 1 时 及 H. Lindblad[ 59 ] E 
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n —3 K a = 1 时 对 相应 生命 跨度 的 下 界 所 分 别 得 到 的 结果 . 
由 第 十 三 章 及 第 十 四 章 中 的 结果 ,上 述 关 于 生命 跨度 的 下 界 估 计 , 除 第 一 张 
表 中 由 L. Hórmander| 19 JÆ n = 4 K a = 1 HI Eros ges 55 


Τ(ε) > explae 1) (9. 1. 9) 


外 , 均 是 不 可 改进 的 最 佳 估计 ,而 估计 (9. 1. 9) 将 在 第 十 一 章 中 被 改进 为 (参见 李 
大 潜 , 周 忆 [551,L56] 及 H. Lindblad 5j C. D. ϑορρε[ 65 ]) 


Te) > exp{ae 2), (9. 1. 10) 
而 且 (9. 1. 10) 同 样 是 不 可 改进 的 最 佳 估 计 . 


由 第 七 章 , 为 了 对 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 (9. 1. 1)-(9. 1. 2) 证 明 上 
述 结果 ,本 质 上 只 须 考察 下 述 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 : 


u = 2) by Cu, Du)u,, T+227a (u, Du)u,, +F(u, Du), 
i. j= j- 


(9. 1. 11) 
L—0:u-—eteqQ(r),. u, --εφία). (9. 1. 12) 
于 此 
p, PE C; CR), (9. 1. 13) 
而 e — 0 为 一 小 参数 . 令 
À = Q; 0)» i=0,1,.,n). (9. 1. 14) 
假设 当 | À νι 时 ,6 A), a); Q0 X FA) 均 为 充分 光滑 的 函数 ,上 且 成 立 
ὄς(λ) = b (A) G, j = 1, ==, m, (9.1. 15) 
b; A), a QQ) = Ο(] À [9 G, j= 1, εν m, (9. 1. 16) 
FQ) = OC( à 1) (9. 1. 17) 
及 
Da, 0086 Sm | ë l°, vec R’, (9. 1. 18) 


于 此 , a > 1 是 一 个 整数 ,mo 是 一 个 正常 数 ,而 
a (À) = 0, T5; (13. (9. iy 19) 
其 中 ὃ, Ἢ Kronecker 记号 . 此 外 ,条 件 (9. 1.7) 现 在 化 为 
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& FO, 0) =Ü; (9. 1. 20) 


$2. Cauchy 问题 (9. 1. 11)- (9. 1. 12) 的 经 典 解 的 生命 跨度 
的 下 界 估计 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 nC 3) 维 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
(9. 1. 11)-(9. 1. 12) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,证 明 由 上 节 第 一 张 表格 所 示 的 下 界 估计 . 


2.1. 度量 空间 X, κ +. 主要 结果 
由 Sobolev 虑 入 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 


| "am (R') Ἕν» YJE HUIR”), | f | Κα ΠΡΙ ες Es. 
(9, 2. 1) 


对 于 任何 给 定 的 整数 S > ?| 5 |+ 4 任何 给 定 的 正 数 ECC E.) 及 TO < 
T x4-o9), 引入 函数 集合 


Xs ut 0. α) |. D; rE) se Es e(0, 2) τα 0n 
(590, 1. reeg S+1)), (D. ἂν 89 
这 里 


Ὡς τ(υ) = >; sup | D'uG, 9 ls ss (9.2.3) 
0 θες 


其 中 , | . lrs: 的 定义 见 第 三 章 δ 1. 3, 且 若 工 为 有 限 , 则 上 界 在 区 间 [0，T] 
上 选取 ;而 若 工 一 十 ce, 则 上 界 在 区 间 [0, 十 se) 上 选取 . 为 简单 计 , 在 下 文中 统 
一 地 用 记号 L0, T] 表示 相应 的 区 间 . 此 外 ,uo Cx) 一 sp(z)，z (α) = εφ(α). 
m= 2, …,，S 十 1 时,w GO 为 Gult, z) 在 上 一 0 时 之 值 ,它们 由 方程 
(9. 1. 11) 及 初始 条 件 (9. 1. 12) 所 唯一 决定 . 显然 ,w” (一 0，1，…，S 十 1) 均 为 
具 紧 支 集 的 充分 光滑 函数 . 
在 Xs s.r 上 引入 如 下 的 度量 : 
oT, Ὁ) = Ds r0 — T), V u, 2 € Xs k. +. (9. 2. 4) 


类 似 于 第 八 章 中 的 引 理 2. 1 , 容易 证 明 
引 理 2.1 当 s 之 0 适当 小 时 ,Xs.eTr 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 


注意 到 S225 | 上 4 由 第 三 章 中 的 (3 4, 30) 式 (在 其 中 取 p=2, N= 
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Επ [2 |+ 1) ,就 得 到 
引 理 2.2 当 Ss>2|#|+4 时 ,对 任何 给 定 的 vE Xspr AÈ 


| Co, Do, D'o), 2 || [5 Ja, = = CRCL LO YE ro, T], 
(9.2. 5) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 ， 
本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 
定理 2.1 iEn 2 3. 4&4 E (9.1.15) -(9. 1.19). F, 对 于 任意 给 定 的 整数 
ς > Z ο. Z C, 使 Ce 去 已, 且 对 任何 给 定 的 EE (0, εἰ], 


存在 一 个 正 数 T(s) ,使 Cauchy 问题 (9. 1. 11) -(9. 1.12) 在 [0, T(e)] 上 存在 唯 
一 的 经 典 解 u € Xs Gye, Τ(ε) » 而 TX) TRA 


十 ee， FRK >l, 
T(e) = Jexpfas *) — 1, #K=1, (9. 2. 6) 
ῥετε- 1, Άθεκ-ᾖὶ, 


其 中 


| 


K 
2 


， (9. 2. 7) 


而 a 及 b 为 仅 与 a 及 n 有 关 的 正常 数 . 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 1 在 区 间 [0，T(e)] 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,对 任 
何 满 足 0 — T, < TG) 的 有 限 的 T, ,成 立 


u € C(0, T,]; HS" (R5), (9. 2. 8) 
z, € C0, Ty]; HCR") (9. 2. 9) 
u, € CO, To]; H° CR). (9. 2. 10) 


注 2.1 由 Sobolev £ AE 32, 
HUTE cg» c CCR”) 


为 连续 嵌入 . 注意 到 S 之 22 f+ 4,i8€ (9. 2.8) —(9. 2. 10) 的 & = u(t, x) 为 
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Cauchy 问题 (9. 1. 11) -(9. 1. 12) 的 至 少 二 阶 连续 可 微 的 经 典 解 . 

注 2.2 由 (9.2.7) 式 易 见 : Ka>2An>5 r, K 请 1; 当 n= 二 4 及 a 二 1 
时 ,及 二 1; 而 当 n 二 3 及 a 二 1 时 ,0 二 及 二 1. 注意 到 生命 跨度 T(e) > TG). 由 
(9.2. 6) 式 就 立刻 可 得 3 1 中 的 第 一 张 表格 . 


2.2. 定理 2. 1 的 证 明 框 架 整体 迭代 法 


为 了 证 明定 理 2. 1, 任 取 v € Xss,r， 由 求解 下 述 线 性 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 


Lilu = FG, Dv, D Du) 
def. n n 
= 5 b; Cu, Dv)u,. 291a, Da), !-Είυ. ῬΡυ). (9.2,11) 
i. j=l μα j=l É 


£= Ü) z g εφί(τ)., u, -- εφ(α) (9. 2. 12) 
定义 一 个 映照 
M : v—> u = Mv. (9. 2. 13) 


我 们 要 证 明 : 当 s 盖 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 C, 4E E = Cos ifi T = TC) 由 
(9. 2.60 式 定 义 时 ,M 将 Xs E, T 映照 到 自身 , 且 具 有 某 种 压缩 性 ,从 而 在 Xs, E. Tr 
中 具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 (9. 1. 11) -(9. 1.12) ΕΟ < ; < 
T(e) 上 的 经 典 解 . 

利用 第 六 章 中 之 结果 ,容易 证 明 如 下 的 

引 理 2.3 当 玉 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 UE Xs E71, 必要 时 修改 在 1 的 
一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,对 任何 满足 0 二 T 三 本 的 有 限 的 T，,， 有 


u = M) € C([0, T,]; HP" QR», (9. 2. 14) 
u, € C(0, Tals H CR", (9. 2. 15) 
u, € L^ (0, Τον H^ CR). (9. 2. 16) 
此 外 ,对 任何 给 定 的 1+ E [0, T], u 二 u(t, z) 对 变量 工 为 紧 支 集 . 


容易 证 明 如 下 的 
引 理 2.4 *pu— u(t, z) = Mo, Gu(0,:)(1 一 0, 1,…,S 十 2) 的 值 与 
v E Xs ET 的 选取 无 关 , 且 


D uto, x) == up n G == 0, 1, ws 8113. (9. 2. 17) 
此 外 ， 
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| ucs D le st 2 + M s CO -) | n. Shy < Ces, (9. 2. 18) 
其 中 gq 满足 
Si (9, 2. 19) 
q 2 n 


而 C 为 一 仅 依赖 于 S 的 正常 数 ， 

下 面 的 两 个 引 理 是 证 明和 定理 2.1 的 关键 . 

引 理 2.5 在 定理 2.1 的 假设 下 , 当 瓦 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 忌 生 
Xs F rs u = Mu 满足 


D; γί) s C, te4- CR H- /R) CE 4- Ds 2); (9. 2. 20) 
其 中 C, 是 一 个 正常 数 ， 


del. T ” 
R=R(E, D — E| (+ p dr, (9. 2. 21) 
0 


m K 由 (9.2.7) 式 给 出 . 
引 理 2.6 在 引 理 2.5 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 如, σε X. p r. u = Mo 


Dura ο A CRR Daa ru =m επ —9)5, 
(9. 2. 29) 


其 中 Cs -AERA m R= RE, T) 仍 由 (9. 2.21) 式 定义 . 

引 理 2. 5 及 引 理 2. 6 的 证 明 见 后 文 . 现在 我 们 首先 利用 这 两 个 引 理 来 证 明 
定理 2.1. 

定理 2.1 的 证 明 Hx 


[65 = 3max(C, . C) E] (9. 2 23) 


其 中 C, 及 C, 为 分 别 出 现 在 引 理 2. 5 及 引 理 2. 6 中 之 正常 数 . 
首先 证 明 dE E IE e, ,满足 Coe, < EE,, 且 对 任何 给 定 的 e € (0, εὐ], 
E = Ele) = Ge & T = T(e) > 0 满足 


RIEC); Τ(ε)) ΓνΚ(Ε(ε), Τίε)) = (9. 2. 24) 


1 
GCs” 
则 映照 Μ 在 Xs, Ete), Tie) 中 有 唯一 的 不 动 点 . 

事实 上 ,由 (9. 2. 24) 及 引 理 2. 5 与 引 理 2 6, 易 见 对 任何 给 定 的 v € 
Xs. Ele); Ti) * U 一 Mv 满足 


190” 非 线性 波动 方程 


Ds na Cu) s E), (9. 2. 25) 
且 对 任何 给 定 的 ον TE Xs, Ele), Tie) * u = Mv Ku =M 满足 


Ds. ro (u — T) <Ds ro (一 可 (9. 2. 26) 


换言之 ,M WU Χς ks no 为 自身 , 且 MRF Xs ,se,re 的 度量 为 压缩 的 . 注 
意 到 Xs se. re 为 Xs ro. ro 中 的 一 个 闭 子 集 (参见 第 八 章 引 理 2. 7) ,由 标准 
的 压缩 映照 原理 可 知 ,M 必 具 有 一 个 不 动 点 


u € Xs, Ete). Tle) » (9. 2. 27) 


从 而 由 引 理 2. 6 可 知 此 不 动 点 也 是 唯一 的 . 
此 不 动 点 & = ult, z) 显然 是 Cauchy 问题 (9. 1. 11) -(9. 1. 12) 在 0 过 1 过 
TE) 上 的 经 典 解 . 


现在 我 们 来 决定 ee 20 TC) (0 — e c e) 使 所 要 求 的 (9. 2. 24) 式 成 立 . 下 
面 我 们 总 假设 6 > 0 足够 小 ,使 (9. 2. DR E, = (ει 时 成 立 . 
G) 在 KK 二 1 的 情形 ,因为 


Τ 
| (124-87 Edy C, ΝΤ-56. (9. 2. 28) 
0 


其 中 C 为 一 个 与 工 无 关 的 正常 数 ,我 们 总 可 取 
T(e) 一 十 ce， 
并 选取 εὐ > 0 足够 小 ,使 对 一 切 满足 0 二 e 三 & 的 s,(9. 2.24) 式 成 立 . 在 此 情 
形 , 我 们 得 到 了 整体 解 . 
Gi) Æ K = 1 的 情形 ,我 们 取 

T(e) = εχρίαε") — 1, 
其 中 a 是 一 个 满足 

Co aCi 二 Vaci) <1 (9. 2. 29) 
的 正 数 . 于 是 ,我 们 有 

R(E(e), T(e)) = rof a nm 


= C*e'In(1-- TC) 
eu, (9. 2. 30) 
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因此 ,注意 到 (9. 2. 29) 式 ,就 得 到 所 要 求 的 (9. 2. 240 3X. 在 此 情形 ,我 们 到 了 几乎 
整体 解 . 
GD 在 0 过 KK 二 1 的 情形 ,我 们 取 


T(e) = be TR —1, 
Hp p 是 一 个 满足 


| συ 
(s low E ab ma dr (9. 2. 31J 


的 正 数 . 于 是 ,我 们 有 


Tee) 


RE, Tt) = OJI 111} Κάι 


0 


1 a Š 
>= TR ΓΩ͂ ETH s —1] 


D ad 
ium 522 x (9. 2. 32) 


因此 ,由 (9. 2. 31) 式 就 得 到 所 要 求 的 (9. 2. 24) C. 
此 外 ,由 引 理 2. 3, 对 任何 满足 0 过 T <TC) 的 有 限 的 To ,成 立 (9. 2. 14)- 
(9. 2. 15) 式 ,从 而 易 证 


b; Gu Du), αυ (us Du), FCu, Du) € C([0, T,]; H*(R"55, 
(i, J = ls παν n) (9. Z 33) 


于 是 由 第 六 章 中 的 推论 3. 3 立刻 可 得 

u, € C([0, To]; H ! CR). 
再 由 Xs. ,1 的 定义 ,就 得 到 (9. 2. 8) (9. 2. 10) 式 . 这 就 完成 了 定理 2. 1 的 证 明 . 
2.3. 引 理 2. 5 的 证 明 


我 们 首先 估计 lue, 2 Ίρις ο. 
将 第 四 章 中 的 (4. 5. 17) 式 (在 其 中 取 N= 二 S$S) 用 于 Cauchy 问题 (9. 2. 11)- 
(9. 2. 122 ,并 注意 到 (9. 2. 18) 式 ,就 得 到 


P. S. q. Xj 


luc, Ὁ lns  <c[ +Í CII Feo, Do, D, Du 2 | 
0 


+A || Fo, Ρο, D, Du)(z, Ὁ ns.sw)dr), — (9.2.34) 
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其 中 g 满 足 (9. 2. 19) 式 ,% 为 集合 {αν | | z |< U) 的 特征 函数 ,X 一 


1 一 Xi, 而 CC 为 一 个 正常 数 . 
注意 到 (9. 1. 16) 及 Xs ,+ 的 定义 ,由 第 五 章 引 理 2.5 中 之 (5. 2. 24) 式 (其 
Hir — q, p= n), JETER] L^ ^ CR) CLICR) 为 连续 能 入 ,我 们 有 


| Cb; Co, Dou, δεν ρε "T | Cas; Cos Dv)u,, )(z, 2 us. Sig 
« C24 07$ 00» | (v, Dv)(r. 9) | RSZ | D'utc, 5) | Pr 5” 
= ο [Lo ος rlu), Vre [o, T]. (9. 2. 35) 
类 似 地 ,注意 到 (9. 1. 17) ,可 得 


| Ε(υ, Do) (z, -) | T. S. q. Xi « CO E™, Υτε[ο, T]. 
(9. 2, 36) 


μιά 5 中 之 (5. 2.23) 式 ( 其 中 取 = 1, p = 2) ;对 于 
(+> z | (b; (o, Dv)u, , ) (z, 22 PER T. 


(1 -- 277 | Ca, Dv)u,) (z, 2l siis AA +o | FG, D») 
CEDE PE JR sy ΠΝ 将 这 些 估计 式 代入 (9. 2. 34) ,就 得 到 


Sup, | =G, -) ||. | x Cte+ RCGE, DOE Ds 1222), (9.2. 37) 


其 中 RCE, T) 由 (9. 2. 2D ΕΝ. 
我 们 现在 估计 || Dut, d lus s. 
由 第 三 章 中 之 引 理 1. 5, 对 任何 给 定 的 多 重 指标 RC] & |< S), 由 (9. 2. 1D 
式 可 得 
OI* Du = I* DL ]u + Σ B, T" DI lu 
|< | £|—1 


=I* Dw, Dv, D. Du) + >) Bsr DF, Dv, D, Du) 


US Li 


= b; Co, Do) (T* Du), , taS ates Do)(* Du), 


i; j=l j=1 


HG +g» (9. 2. 38) 
其 中 
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@, = $1 (GT DGj Co, Dudus, ) — by Co, DOT! Du, ) 
πα 
f +b; Co, Du) (T* Du, = Ë Du), 2) 
+25) {((* D lag Cv, Dv)u, ) — ay Co, DvT* Du ) 
pow DT Ρα, 一 CT Du, 2), (9. 2. 39) 


g —I'DF(w Dv) + 2, B,I'D[ 215; (o, Dou... 


IET! i. j=l 


425 lays Do)u,, + FCv, Do) } 


j^1 


—TI'DF(G, Do) - 5; B,T'( Σ) b; Cv. Dou, 


PEST is, j=] 
+22 aglo, Ώυλιω + F(o, Dv) ) , (9. 2. 40) 


而 Bu 及 B 为 某 些 常数 . 
这 样 , 将 (9. 2. 380 3&5 (Γ Du), fE L2( R”) 中 之 内 积 , 类似 于 第 八 章 之 
(8. 2. 69) 式 ,就 可 得 到 下 述 的 能 量 积分 公式 : 
| (Γ΄ Du, 22, || ae 
η „ay (o, Du) G, DG Du G, 2), (T* Du G, 2.) dr 


= | (T* DuC, 2, lr, 


+> | a Go, Do)(0, YT Du(0, Ὁ), (T* Du(0, 2, )dz 
R ' J 


i. j=l 


a fr Əb;(o, Du)le, :) 
+E eor (Γ' Dur, 22, (C Dur, 3», ind 


n t Əb; Co, Dvw) (Tt, .) 
ΗΝ σα (T* Due, >), (I Du(z, )),dzdr 


a fr aylu, Do) (z, 2) 
ΑΡ Or. (下 Du(z, 2 CI Dur, -)),dxdz 


Z 


μι YT Dulr, .drdr 
0v R 


+2| | ai DC Dul, )),dzdr 
ον R” 
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三 | a* Du (0, ο), lf 
ἜΣ f pas Dv) (0, -(I* Du (0, 202, (* Du (0, 2, )dx 
ΕΤΕΠ +N V, "PT 
其 中 a; H (9. 1. 19) 式 给 出 . 
注意 到 Kar lo C. 1. 16) 式 ,由 引 理 2. 2, 第 五 章 之 引 理 2, 3 及 第 三 章 
之 推论 1. 1, 易 得 


IIBIEDGIEI«c[ aao | Dute 2 N2 s νὰτ 
= 


CRE, TID τα. VO £ e [0, ΤΊ, 
(9. 2. 42) 


现在 我 们 估计 GC. O BS L^ 范 数 . 注意 到 (9. 1. 16) 式 及 引 理 2. 2, 由 第 五 
章 之 引 理 2.5 及 2. 6( 在 其 中 取 = 2, 从 而 p =+ ) ,就 可 以 得 到 
| <T" DXC5; Co, Do)u,, ) — b; Co, Dv)I* Du, , ) (z, Ὁ μι 
< || (* Gi; Co, Do)Du, s ) — b; Co, Do)T* Dusa, ) (z, 2 || za 
+ | (P G6; Co, Dow, Xes 2 | an 
« CQ +> T | Cos Dv, D'vX, |... s ο) | Dules 2 Dus 
« CO += TE D, rlu), V z € [0, T]. (9. 2. 43) 


男 一 方面 ,注意 到 (9. 1. 16) 式 ,利用 第 三 章 推 论 4 4 中 的 (3. 4. 30) 式 (在 其 中 取 
N= 二 0 及 pp 二 2) 及 第 三 章 中 之 推论 1.1, 我 们 有 


| 5; Ga, DuX(T* Du, — OI" Di, (z, 2 lh ia, 
< CC || Cv. Du)(z, 2 || = 2° | (t: Dusa, --( Du), )(z, 2 || za, 
LOUHI PE | D'utz, Y lli s 
LCU ATE Di 4G), Vc € Os T]. (9. 2. 44) 
对 于 G, 中 由 avw 所 组 成 的 项 ,类 似 的 估计 式 成 立 . 因此 ,我 们 有 
| Οι(τ. zp, CHD "EDs τίω, Vr € Lo, T]; 
(9. 2. 45) 


从 而 得 到 
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| N I CRCE, DD +G). (9. 2. 46) 
类 似 地 ,由 第 五 章 之 引 理 2. 5( 在 其 中 取 王 2, 从 而 p =+ 990.808 


lg, Ces 2 M unge, S CCII ῬΕ(υ, Dot, 2 ||. s, 


+ || FG; Do) (z, 2| r. 5.5 PA | bi Co, Dv)u,, (z, > |l rS. 2 


i. j=l 


425) latos Duy, (τν 9 s 
<CUHOŽEE+ D, τω). Vr € [0, ΤΊ, (9. 2. 47) 
从 而 
| V |< CR(E, Ώ(ΕΏς +(u) + D$, +(u)). (9. 2. 48) 


由 (9. 2. 42). (9. 2. 46) 及 (9. 2. 48), 并 注意 到 (9. 1. 18) 及 引 理 2. 4. Hi 
(9. 2. 41) 式 就 得 到 


2, n 
Sup. ΣΙ. | DI* Dult; 2 lig" (9. 2. 49) 


<Ci? HRE, T)CEDs, rlu) + D$, 7 (0). 
这 样 ,由 第 三 章 中 之 推论 1. 1, 就 立即 得 到 


sup || Dult, 9 | 1. s 2 < Cle! HRE, T)(EDs. rlu) + Dš. τ(ω)}}, 


(9. 2. 50) 
从 而 


sup. | Dult, 2 ||, s; & Cte --/ ROS, T)(E+ Ds, +(u))). 
(9.2. 01) 
用 类 似 的 方式 可 得 到 


sup | DuG rss， «t C(eJ-/RCE, DE 4- Ds, 1 GQ2)). 
| (9. 2. 52) 
事实 上 ,类 似 于 (9. 2. 38) 式 ,我 们 有 
Oru —I*Du-- >] Barou 


μ|-Ξ|ἑ|-1 


= I" Pto; Du, D, Du) + Σ) B,I'F(v, Dv, D, Du) 


|j pel 1 
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ex idus Do) (T uy Yay. Dv)X(T* αλα, 
ip 1Ξ1 


+G, +E; (9. 2. 53) 
其 中 
z p (T Oy Co, Dudus, ) —b; Co, Dv)T uza ) 
li Fb Co, DT uy, — T“ 22,,2] 
291 GC» Dv)u, ) —a (o, Dv)T' un ) 
ὦ +a; Co Do)CI* αμ. 一 CT u),2], (9. 2. 54) 


δι = I Fv, Du) Σι Barf S! & Gs Dv)u, . 


Π[--]4|--1 ἐν j=l 


25a, Du)u, -- FGo, Dv)), (9. 2. 55) 
jet i 


而 B, 为 某 些 常数 . 从 而 ,类 似 于 (9. 2. 41) 式 ,有 
| aG, )), | Han 


+>) | αν (ων DOU, YT ut, D, "μῶν D), dz 
isjer R i / 


= || (T* e) -» ll 
-|- ΣΙ, KIT Dv)0, .) (T° u CO, 2), (CT «CO, 2. dx 


ejl 
7 š 90, (v, Duo) (r, 2) . 
D = (Εύα (τν 2), (T* u(t, 2), dade 
af Ob;(v, Do) (z, :) 
ixl]. Or; ("wes Da (Ta (z, 2),drdr 
L 9a; Cu, Do)(r, 9) ' 
ασ] Š> (Γ᾽ ute, :λ).(Τ' u, 20,dxde 


2f | " G, C, I" utr, )),dzde 
ον R 
2| | „E0 (I uC, ")λεάχάτ. (9. 2. 56) 
ov R 


由 此 ,可 用 一 完全 类 似 的 方法 得 到 (9. 2. 52) 式 . 
合并 (9. 2. 37) 及 (9. 2. 51)-(9. 2. 52) 式 ,就 得 到 所 要 证 的 (9. 2. 20) 式 . 


引 理 2. 5 证 毕 
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2.4. 引 理 2. 6 的 证 明 
Ἂν 
(9. 2. 57) 


由 映照 M 的 定义 (9. 2. 11)- (9. 2. 12 , 易 知 有 


aë = Ἂδιζα, Dv), -22,ayG, Dww,-—F, (9. 2. 58) 
= 


ἐν jl 
TURN (9. 2. 59) 
其 中 
F' = >G; G, DDI)—b, (5, Dv)» u,. 
i j=l ui 
--2* (0, Dv) —aj;(9, DT)) z, 
j=1 
FG, Dv) — F(T, Dv). (9. 2. 60) 


我 们 首先 估计 u^ Gs DI s suu 
将 第 四 章 中 的 (4. 5. 17) 式 (在 其 中 取 N = S— 1) HF. Cauchy 问题 
(9. 2. 58)-(9. 2. 59) ,就 得 到 


EIF 
«cj cut Fro o [νοκ HIFO I P GLO lnean) 
(9.2. 61) 
其 中 


F' = MbG.Dwu-2»jag(,.Dw)u; ΕΕ", (9.2.62) 
¿=l € J J= J 


qiii& (9. 2. 190 X y, 为 集合 [α. >| |= <*>) 的 特征 函数 ,而 χ, = 
ls 
类 似 于 (9. 2. 35) 式 ,有 


I ( $26; Co, Dout, 1-2Σ)αω(υ, DiDuz Cr, 2 [ys 5% 
J m J 


ijel 
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OU ED i y, χτΈ ο. T]. (9. 2. 63) 
此 外 ,由 第 五 章 引 理 2.7 及 引 理 2. 8 中 的 (5. 2. 300€ (5. 2. 46) 式 (在 其 中 取 N = 
S 一 1, 一 g 及 户 一 元 ) ,并 注意 到 L^ 2 RO CLOR") 2g EA. DA 

| E" στ, 9) | Γι Sei ig. X eC 4-0 5E Ds. y Qu" Yy VE [ο, Th 

(9. 2. 64) 
合并 (9. 2. 63) W (9. 2. 640 3X ,就 得 到 


| F* (τ. +) | T. S—1, q» Xi 
< CQ 4 07 E'(Gj i, rlu") Ds, 10 )), Vr € [0, T]. (9.2. 68) 


此 外 ,由 第 五 章 引 理 2. 7 及 引 理 2. 8 中 的 (5. 2. 35) 及 (5. 2. 45) 式 (在 其 中 取 
N=S—1, r= 1 Ë p = 2), 类 似 地 有 


4-977 | (315; © DD ul, +2) ay T Diu, Ko 3 ls suan 
j=l 


P ^ 
« COE 0E D, , rw hs Vc € [0, T] (9. 2. 66) 
K 
For? 90, 3 uisus ss S CU D TES DS 1 65, 
vreta T], (9. 2. 67) 
从 而 得 到 


κε, | F° (τ. -) | Pisi; 1: Σι Χρ 
TIHO EG; $G*)-FD ου 0, V e ë [Os T]. 
(9.2. 68) 


将 (9. 2. 65) (9.2. 68) 二 式 代 和 (9. 2. 61) 式 ,就 得 到 
Sup, || u* G, 2 lp sai; < CR(E, TU. sn" j Derre XX, 
(9. 2. 69) 


我 们 现在 估计 | D'u' (1. s) | T. S—1. 2" 
类 似 于 (9. 2. 41) 式 ,对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 &C|& |< S— 1), 我 们 有 
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| Xr* Du* (εν 2, ll £a 


+> | a (0, DDU, YT Du" G, Ὁ), (I Ρα” G^ Ὁ), dz 
i j= R : s 
- κ iM Ob; (v, Do»)(r, D 
i isj= 0 R” Θτ 
"np D, Do), Ὁ 
2 E = 
EH oJ R” Qr; 


"tp θαμ(σ, DTX, -) Ν . 
ΝΕ = (T* Du * (z, DT Du” (z, )),drdr 


J 


(* Du* (e, ας ( Du” Ce, :)), dzdr 


(I* Du” (re, 33. (I* Du * (z, -)),dxde 


+2| | E te, E Dw "te, 00 dedr 

oJ R” 

2] | # (e, JO Du" lr, 25,dede 
Ων R” 

+2|| fe, OO Da" G, yy dada 
0 Β΄ 


def. 
SESES ES ERES παν 
其 中 
G, = Ὁ (T* DO; Co, Dz)u;, —by (T, DIT Duž, ) 
i. j—1 A ü 
+b; (T, DTT" Düze, — (I* Ρα”). 3) 


-25,(G* DG, Daa —a;(. Dv)I* Duz) 


j=1 


cas, DTT Dug = GO* Du* 3,2), (9. 2. 71) 
B = >) Bar (D b, Dou), 42» yT, Di)u, ), (9, 2.72) 
I<]! ἐν j=1 rE j-l j 
BÉBcIDF*4 » Byr F>, (9. 2. 73) 
IET 


类 似 于 引 理 2. 5 的 证 明 , 可 以 得 到 


| II+ II+ EI+ N [+] V |< CR(E, DD. ru"). 
(9. 2. 74) 


38 FER miih. 由 (9. 2. 60) 式 ,我 们 有 


DF' = >) Ob, (ü, Dv) — Db, (0, DU)) 元 。。 


ἵν j=l 
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+ 2) (by(5, Dv) —b; (0, DT)DE,, 


ἓν j=l 


+25) (Dao GG, Dv) 一 Da (0, DT)) Ta 
= i 


= 
十 2>) (a; C, Do)—a; T, Dv))Dü, 

j=1 z 
--DF(v, Dv) — DF(T, Dv). (9. 2. 75) 


于 是 ,利用 第 五 章 引 理 2. 7 及 引 理 2. 8 中 的 (5. 2. 35) € (5. 2. 45) EP N = 
S—1, r = 2, 从 而 p =+ ), 就 可 以 得 到 


| gG, -) || ray =< C€ DE* To sai gct- ΠΕ” luae? 
« CO 4-0 ΣΕ" D; ι rlo"), Vc € [0, T], (9. 2. 76) 
从 而 
| W [s GRUE, TD; ία λε πα, (9. 2. 77) 
由 (9. 2. 74) RO. 2.77) 式 ,类 似 于 (9. 2. 50) 式 ,我 们 有 
Sup, | Da Ων 2 [rasa 
<L CRE, DUE ru) Dea su δει χο, — (9,2, 78) 
从 而 
Sup, | D'u" (αν 2 Έγινα, 
L OIRE; TG 4 #G E Ds , το" 33. (9.2. 79) 
此 外 ,类 似 于 (9. 2. 52) 式 ,我 们 有 
sup, | Du" CBy F || asa a 
= C/RCOG, T) 4 vu" ye Ds a, qOQ07 yD, (9. 2. 80) 
合并 (9. 2. 69) & C9. 2. 79)-(9. 2. 80058 ,就 得 到 所 要 求 的 (9. 2. 22) 式 . 
引 理 2. 6 证 毕 . 
2. 5. 非 线性 右 端 项 不 显 含 u 的 情况 : F= F(Du, D, Du) 
在 非 线性 右 端 项 不 显 含 u 的 特殊 情况 : 
F = F(Du, D, Du), (9.2.81) 
用 与 本 节 类 似 但 简单 得 多 的 方法 ,可 以 在 空间 维 数 n 宇 2 的 情况 ,类 似 于 定理 
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2. 1 ,得 到 关于 经 典 解 的 生命 跨度 TOCO TO) 的 完整 结果 : 
十 ce， 若 K >l, 
Τε) -- 4explae °) — 1, 3 Κο = 1, (9. 2. 82) 
θε Ἐκ, —1, #kK <l, 


κ 


n— 1 


K, = p 5 (9. 2, 83) 


而 a 及 6 为 仅 与 a K n ABRE ECCE DLL 43 D. 
由 (9. 2. 82) 式 ,对 生命 跨度 T(e) 就 有 下 表 所 示 的 下 界 估计 : 


这 不 仅 给 出 了 在 ?三 3 时 1 中 的 第 二 张 表格 ,而 且 给 出 了 )7 = 2 时 同样 为 
不 可 改进 的 最 佳 结果 (参见 第 十 三 章 及 第 十 四 章 ). 再 结合 第 八 章 中 在 对 = 1 时 
的 (8. 1. 12) 式 ,就 在 此 特殊 情况 对 一 切 n 宇 1 及 a 这 1 得 到 关于 生命 跨度 TG) 
下 界 估计 的 如 下 完整 结果 : 


T(e) > 


为 了 得 到 (9. 2. 82)-(9, 2. 83) 式 ,由 于 非 线 性 右 端 项 不 显 含 u, 只 需 代 替 
(9. 2. 3) 式 , 取 


Ds. + (o) = SYP, | DeGe :} |» sas (9. 2. 84) 


且 在 整个 证 明 中 不 需要 估计 解 本 身 的 L^ 范 数 ,从 而 不 需要 利用 仅 在 n > 3 时 适 
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用 的 第 四 章 中 的 (4. 5. 17) 式 . 


$3. Cauchy 问题 (9. 1. 11)- (9. 1. 12) 的 经 典 解 的 生命 跨度 
的 下 界 估计 ( 续 ) 


在 本 节 中 ,我 们 将 在 
8 F(0,0) —0 (9. 3. 1) 
的 假设 [ 即 成 立 (9. 1. 20) 式 ] 下 ,对 n> 3) 维 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 
问题 (9. 1. 11)-(9. 1. 12) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,证 明 由 》 1 第 二 张 表格 所 示 的 下 
界 佑 计 . 为 此 ,只 需 在 a = 1 R. n = 3, 4 时 改进 81 第 一 张 表格 中 的 相应 结果 . 
为 叙述 方便 起 见 ,可 假设 初 值 (9. 1. 12) 的 支 集 满 足 


βυρρίφ, 9) C (x || x |< e); (9. 3. 2) 
HB oc 0 为 一 个 常数 ， 
3.1. 度量 空间 X, , +. 主要 结果 
由 Sobolev 能 人 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 
lfe s». Vf e HU (ΡΟ, || y | Dan E. 
(9, 3.89) 


对 于 任何 给 定 的 整数 S > 2n 4- 4. [Ef A E EX EC E) Ντο < T < 
+ ee), 引入 函数 集合 
Xs, p> == {ulis α) | De y(t =< E, Z uO, z) = u!” (z) (9. 3.4) 
Gm, la 2528 S+ 1)), 
这 里 


2 


Ds. τ(υ) = b ο... | Dolt, .) | r. 5, 2 + sup f, (5) | v(t, -) | P.S. 2 
ical EX Oz 


cup d? | vz, 2 ls Γ8Ἴη...» (9. 3. 5) 
其 中 
2 e ET 
rd MA # n = 3; (9. 3. 6) 
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上 .|| .s,s 等 的 定义 见 第 三 章 8 1.3, 且 车 本 为 有 限 , 则 上 界 在 区 间 [0, ΤΊ 上 选 
取 ; 而 若 全 = 十 oo, 则 上 界 在 区 间 [L0, 十 co) 上 选取 . 为 简单 计 , 在 下 文中 统一 地 
用 记号 L0, T] 表示 有 关 的 区 间 . 此 外 ,uo (x) 二 ep(x), uP (z) = ey(x), 而 当 
1 二 2,…,，S 十 1 时 ,wu (z) H Zult, zx) 在 t= 二 0 时 之 值 ,它们 由 方程 (9. 1. 11) 
及 初始 条 件 (9. 1. 12) 所 唯一 决定 . AR uj (0 = 0, 1，…，S 十 1) 均 为 具 紧 支 集 
的 充分 光滑 函数 , 且 其 支 集 不 超过 {x || < |< o). 
TE Xs, gr 上 引入 如 下 的 度量 
pU, Ὁ) = Ds r(@ — 2), V V, TE Xs k. r. (9. 3. 7) 


类 似 于 引 理 2. 1 ,我 们 有 

引 理 3.1 当 e 守 0 适当 小 时 ,Xs, ET 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 

以 Xs. g TIU Xs, r r HU— TF E EH Xs =. r 中 对 任何 给 定 的 + € Lo, T]. 
对 变量 z 的 支 集 不 超过 {x | | = |< t + p) 的 一 切 元 素 组 成 . 

引 理 3.2 Ἡ S 2n--A Hr IETA M v € X. pr 成 立 


| o, Do, DG, 2 ls [spa Q EECH , Vt € Το, T], 
(9. 3. 8) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 . 
证 ”注意 到 SD 22 十 4, 由 第 三 章 中 的 (3.4. 30) REFR p= 2, N = 


ΣΙ E | μι) ， 就 有 


| Dv, Dots 2 ls raja S CEQ -077 , V z€ Lo, T], 


ΠΧ o 的 类 似 估 计 式 由 Ds roZ E Χ (9. 3. 5) rB. 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 3.1 设 4 一 1, 而 n 二 3,4. 在 假设 (9. 1.15)-(9.1.19) 下 ,进一步 假设 
(9. 3. 1) 成 立 , 则 对 于 任意 给 定 的 整数 S 宇 2n 十 4, 存 在 正常 数 & Z. C, 48 Ce, < 
E, ΒΑ PATAR e € (0, & ,存在 一 个 正 数 T(e) ,使 Cauchy 问题 (9. 1. 11) - 
(9.1.12) 在 [0, T(e) ] 上 存在 唯一 的 经 典 解 u Xs cero t Τίε) TRA 


—1 -, A == > 
TG) = p )—1, #n= 3; 
+ oo, End, 


(9,3, 95 


其 中 a 为 一 个 正常 数 . 
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此 外 ,在 必要 时 修改 对 t 在 区 间 [L0,，T(e) | 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,对 任 
fT 0 < T, < TCE) 的 有 限 的 Ti ,成 立 


u € CO, T,]; HÀ" CR», (9. 3. 10) 
u, € C([0, Tol; FPCR); (9.3. 11) 
a, € C(0, Ty]; EP ^ CI). (9. 3. 12) 


3.2. 定理 3.1 的 证 明 框 架 整体 迭代 法 


为 了 证 明定 理 3. 1, 对 任何 给 定 的 vE€ Xs ero 同样 由 求解 线性 双 曲 型 方程 
的 Cauchy 问题 (9. 2. 11)-(9. 2. 12) 定 义 一 个 映照 


M : >u = Mv. (9. 3. 13) 


我 们 要 证 明 : 24 e> 038 "ΗΝ, RENEA A C. {81 E — Cue. ifi T — TC» 由 
(9. 3. 9) 式 定义 时 ,M 在 Xser 中 具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 
(9. 2. 11)- (9.2. 12)£#E 0 < t < Te) 上 的 经 典 解 . 

类 似 于 引 理 2. 3 ,我 们 有 

535183.3 当 巨 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 也 EXs.FT, 必 要 时 修改 在 :的 
一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,对 任何 满足 0 所 厂 委 工 的 有 限 的 Ti, 有 


u = Mv € C([0, Τι]: H CR"))， (9. 3. 14) 
à, € COO, Τε]. ΗΒ}, (9. 3. 15) 
ü EL Kis Τοι IH UN (9. 3. 16) 


此 外 ,对 任何 给 定 的 + € [0, T], u = ult, z) 对 工 的 支 集 不 超过 {x || z |< 
t- p). 

类 似 于 引 理 2. 4, 我 们 有 

引 理 3.4 *pu-—u(t, z) -- Mv, Θι(0, 2 (1—0, 1，…，S 十 2) 的 值 与 
νου 的 选取 无 关 , 且 


FX uO z) = uf" (2) (= 0, 1, ===, S+ 1). (9.3.17) 
此 外 ， 


| u(0, D | τ. $a | u,CO, :) | τ. 511. p.q «Ce, (9.3. 18) 
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其 中 1 过 p,q 志 二 50, 而 C 为 一 正常 数 . 

下 面 的 两 个 引 理 是 证 明定 理 3. 1 的 关键 . 

引 理 3.5 在 定理 3.1 的 假设 下 , 当 万 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 vE 
Χο er ú = Mu 满足 


Ds. 4 GO < C,  (e+-(R+/R+ EXCE +D, τ(ι))), (9. 3. 19) 


def. ia n—1 
R = R(E, T> -εἰ C-L py s dr, (9. 3. 20) 
0 


引 理 3.6 在 引 理 3. 5 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 五 , σε Xs z. r u = Mu 
Aü =M7 FRU, u €C Xer RÈ 


Ds. ,. 4 (6 — T) < C,(R+ /R+ E) (D, 4, r — 4) + Dsi. r(0—T)), 
(9. 3, 21) 


其 中 C, -NERA m R = RE, T) 仍 由 (9. 3. 200 A X. 
5|38 3. 5 及 引 理 3. 6 之 证 明 见 后 文 . 现在 我 们 首先 利用 这 两 个 引 理 来 证 明 
定理 3. 1. 
定理 3.1 的 证 明 κ 
(C, = àmax(G, a 65. (9, 3, 22) 


其 中 C, 及 C, 分别 为 出 现在 引 理 3. 5 A 5| HE 3. 6 中 的 正常 数 . 
类 似 于 Š 2, 可 以 证 明 : 阁 存 在 一 正 数 €o ,满足 (ει < Es | 且 对 任何 给 定 的 
€€(0, & , E= E(e) = CG,e É T = TG) 之 0 满足 


R(E), TC) --/ RCECe) . Τ(ε)) +E) < (8. à. 23) 


1 
ὋΝ 
则 映照 M fE Xs κω. τω 中 有 唯一 的 不 动 点 , 且 此 不 动 点 = ult, z) 就 是 
Cauchy 问题 (9. 1. 11)-(9. 1. 1DE 0 zt < T(e) 上 的 经 典 解 . 

现在 来 决定 & > 0 X T(e) (0 < e < e) ,使 所 要 求 的 (9. 3. 23) 式 得 以 成 立 . 
我 们 总 假设 e, ο 足够 小 ,使 (9. 3. 3) 式 当 E, = Cos 时 成 立 . 

在 ?一 3 时 , 由 (9.3.20) 式 ,有 


R = R(E, T) = Elnd + T). 
TA AUR E = Ce 及 
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T(s) = εκρίαε ! ) — 1. 
其 中 a 是 一 个 满足 
| (9. 3. 24) 
的 正 数 , 易 见 (9. 3. 23) 3X4 e, > 0 充分 小 时 成 立 . 此 时 ,我 们 得 到 了 几乎 整体 解 . 
在 n 二 4 时 ,由 (9. 3.20) 式 ,有 
Ee BG, TY ga 03 dr CE, VT 2 0, 


其 中 C 是 一 个 与 工 无 关 的 正常 数 . FE ERE = Coe 及 

TE) = sys 
34 e, > 0 充分 小 时 , 易 见 必 成 立 (9. 3. 23) 58. 这 时 ,我 们 得 到 了 整体 解 . 
3.3. 引 理 3. 5 的 证 明 


我 们 首先 估计 || Dut, 2 Dus s. 

为 此 , 仍 利用 能 量 积 分 公式 (9. 2. 41) ,其 中 G 及 g, 分 别 由 (9. 2. 39) Λα 
(9. 2. 400 5X8 M &C| k | 过 S) 为 任何 给 定 的 多 重 指标 . 

注意 到 a — 1. 由 引 理 3. 2 及 第 三 章 推论 1. 1, 容 易 得 到 


πα ΕΚ σα. 
0 
= ΟΚ(Ε. TM τί"), V: [0， ΤΊ. (9..3. 25) 
现在 估计 GG. 2 BJ L^ 范 数 . 
利用 b; (v, Dv) 之 Taylor 展开 式 , 易 见 有 
| (T* DG; Co, Do)u,, ) —b; Co, DoT Dusa ) (z, 2 | za 
< CT || I*CDvu, , ) | Lh 十 | I" (X vu, , ) | Lal 
+ || T'GDu, s, )— vT“ Du, || itae 
+ | I'(DoDu, , ) — Do I° Du, ll 2g 
+ | I* (Db; (v, Dv)u, , ) [ας 
+ || TG; (o, Ῥυ)Πι,,)--δη(υ, Ῥυ)Γ' Du, |a) 
def. 
= TH - +L Γι T- ET HS (9. 3. 26) 


Ἡ b; Co. Do) X b; Co, Do) 中 之 高 阶 项 . 
由 第 五 章 注 1. 2 中 的 (5. 1. 19) 式 (在 其 中 取 N =S, X, z) = 1, p—q— 
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ps gq, = P, = αι = 2, P. αι Pi = qa Feo), 注意 到 引 理 3. 2 及 X。 E.T 
的 定义 , 易 得 
hi LCE 3 D,. we [0, T]. (9, 3. 27) 


由 第 五 章 引 理 1.4 中 的 (5. 1. 32) 式 (在 其 中 取 N = S, p =q = 2, p, = 
一 十 se), 注意 到 引 理 3. 2 及 Xse7 的 定义 ,并 利用 第 三 章 中 的 (3. 4. 30) 式 


(在 其 中 取 户 = 2, 2 jams- [2 1), 36831 


Ls h ΟΕΕ ΥΣ Ds a. Ve € Fë, T] (9. 3. 28) 
注意 到 (9. 3. 6) 式 , 易 知 对 于 7 三 3, 4 及 任何 给 定 的 整数 B — 2, fH V. 
(0-072 € fr) < C. Ἠπ-εῦ, (9, 3. 29) 


由 第 五 章 引 理 2. 6 中 的 (5. 2. 32) 式 (在 其 中 取 N =S, Y —2, p=), 并 注意 
到 Xs, e 1 的 定义 , 易 知 有 


« CEGO--27$ D, 4G), V r€ [0, T]. (9. 3. 30) 
后, 出 第 五 章 注 1.1 (5.1. 15) 式 (在 其 中 取 N= S, £= q, = p, =2, 
S 
b, 一 则 一 十 co)， 利 用 第 三 章 中 的 (3. ο p — 2, | |+1， 


s= | H1). daten. 2 ist Gti = [SF a, p,q pi 


q,G —0, 1, =, D HHH) 及 第 五 章 中 之 (5. 2. 32) 式 (其 中 取 N 一 S, r —2, 
p — 99). 并 注意 到 (9. 3. 29) 式 及 Xs.ezr 的 定义 ,就 同样 可 得 到 
I< ΟΕ(Ι--τ) Ds. rlu), Vr e ο, T]. (9.3.31) 
这 样 ,由 (9. 3. 27)-(9. 3. 28) X (9. 3. 30)- (9. 3. 31) 式 ,就 得 到 
| (° DG; Co, Dudus ) — by Co, Dw)T' Du, , ) G, :) || ze, 
& CE(14-077 D, 4G), V r€ [0, ΤΊ. (9. 3. 32) 
男 一 方面 ,注意 到 第 三 章 的 推论 1. 1 及 (9. 3. 8) 式 , 易 得 
|| b; Co, Dv)(* Du,» —Qü*Dw,,. Xe, -} [| up 
LCE +Y T D, 4G), Vz € [0, T]. (9. 3. 33) 
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对 于 G, 中 包含 aoj; Cv，Dw) 的 项 ,成 立 类 似 的 估计 式 . 于 是 ， 


= 


JG (e, «3 | a, ες Οκ] οὐ T D, γώ, Ye [0, ΤΊ. 
(9. 3. 34) 


因此 
| N |< CR(E, T)Dš (u). (9, 3, 352 


下 面 我 们 估计 g O 的 sm 
对 FG, Dw) 作 Taylor 展开 ,并 注意 到 (9. 3. 1) 式 ,我 们 有 


I*DF(v, Do) = ΣῚΟ, I* D(9, v) + Σ) C,I* DC, υθ, v) 
a=0 


a, b=0 
+I* D Fw, Dv) 


n 


C, I* CoDO, v) + >C, I* (Dva, v) 


a=0 a=0 


+ >] C, I“ ΡΟ, v8, v) + I* D Fw, Dv), (9. 3. 36) 


a, b=0 
其 中 ο, Ου 为 一 些 常 数 ,而 Feo, Do) Ἢ Fw, Do) 中 的 高 阶 项 . 于 是 
| I^ DF(o, Dv), 2 || 2g, 
< C || "CoD o) τι, + | TCDvD3) || ig + | T* DCDvD2) ll i2, 
+ || T* D Fw, Do) || μι} 
def. 
=J  +J,;+ J, + Ji. (9. 3. 37) 
利用 第 五 章 引 理 1.4 中 之 (5.1. 31) 式 (在 其 中 取 N = S, p= q= 2, pı 
q, =+ e°), 并 注意 到 (9. 3. DAK Xs, ,7 的 定义 , 易 得 
JA €CE'aQ--07*, Vre [0, T]. (9. 3. 38) 


由 第 五 章 注 1. 1 中 之 (5. 1.15) 式 (在 其 中 取 N=S, r=q = b; =2, p = q> 
+), 并 注意 到 (9. 3. 8) 式 及 Xs,ez 的 定义 ,就 得 到 


Ja J, & CE! a--077 , Yre [0, T]. (9. 3. 39) 
再 一 次 利用 第 五 章 注 1. 1 中 之 (5. 1. 15) 式 ,并 利用 第 五 章 中 之 (5. 2. 13) 式 ( 其 中 


S 
Σο 0s 1，…, DEDI ooo) 及 第 五 章 之 (5.2. 32) 式 
(其 中 取 N= S, r = 2, p = œ), 并 注意 到 (9. 3. 29) 式 及 Xs 51 的 定义 ,就 
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可 得 到 
J, €CE! (4-077 , Vre [0, TJ. (9. 3. 40) 
这 样 ,我 们 就 得 到 


| I DF(o, Du)(z, 2 | gae, < CE!O4-077 , V re [0, T]. 
(9. 3. 41) 
类 似 地 可 证 明 : 对 任何 给 定 的 多 重 指标 (| L|] k |< 5). 成立 
| T! Feo, Ῥω)(τ, 2 | gae, CEG Ee, Vc€ Lo, T]. 
(9. 3. 42) 
此 外 ,利用 Taylor 展开 ,对 任何 给 定 的 多 重 指标 £C] LS] k |)» 我 们 有 
| I" (6; Co; Dv)u,,. Xe, 33 [αυ 
= Ci | I'Gu,, ) | Ia .. | I" (Doa, ) | ER 
+ I Oy Go, Dou, las) (9. 3. 43) 
FEF b; Co. Dv) Bi by Co, Do) 中 的 高 阶 项 . Se Hg fii J;G — 1. 2, 3, 4) 类 
似 的 方法 , 可 得 
| T b; Co, Dv)u,, δε, 9 15s 
«ΟΕ 4-077 D, +G), Vc € [0, T]. (9. 3. 44) 
对 于 g, PER au; Co, Du) 的 项 ,类 似 的 估计 式 成 立 . 这 样 ,我 们 就 得 到 


n 


| σι(τ, | aa € CEQ 4-077 GE+ Ds, 4G, Vc€ Do, T], 
(9. 3. 45) 


因此 ， 
| V |< CR(E, T)(EDs +(u) + Dš τ(ι)). (9. 3. 46) 


由 (9. 3. 25),(9. 3. 35) 及 (9. 3. 46) ,并 注意 到 (9. 1. 18) J& S ΒΒ 3. 4, 利 用 第 
三 章 中 之 推论 1. 1 ,就 立即 得 到 


SUP, | Dult, -) || A «2 < Cle HRE, Ώ(ΕΏς rlu) + Dš +(u))). 
(9. 3. 47) 
”现在 我 们 估计 || Du, ») | Γ. 5.2" 
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对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 &(|& |< S), HO. 2. 53) 式 ,有 
DI“ u = I* Êw, Do, D, Du) + 9, B,I' FG; Dv, D, Du), 
H|<|k|—1 


(9. 3. 48) 
由 此 可 得 下 述 能 量 积 分 公式 : 


| er uc, ο), [bees + 23 | Ca, ο), [Pag 
151 
= | a u(0, :23, | Sa^ T T | (Γ᾽ u (0, ae | Pu 
i=l 
+2| | ,gi C, DT us 0 dde, (9. 3. 49) 
οὐ R 


其 中 


gi = 》 C;T' Êw, Du, D, Du) 


HIS 


= y Chr 3) b; G, Dv)u,. -2Σ)αω(υ, Do)u,, 
μ]--1Ε| i Pel Ed j=1 : 

+F(v, Dv)), (9. 3. 50) 
而 Cz 为 一 些 常数 . 由 (9. 3. 42) C9. 3. 44) 式 立即 可 得 


| οι (τ, D | Lay züt T ὃς o2); Vcc E. T 


(9. 3. 51) 
于 是 就 容易 得 到 
sup, | Du(t, :) | ,, «Cte HRE, T)(EDs r) + Dš +(u))). 
(9. 3. 52) 


下 面 我 们 估计 || κ(» D pss 
为 此 目的 ,注意 到 (9, 3. 1) 式 ,可 将 由 (9. 2. 11) 式 定义 的 Fo, Dv, D, Du) 
改写 为 


Fw, Dv, D, Du) = 2159, C) + > 1dƏ,(oDu) 
= icd 


a=0 


+Q(Do, Du, D, Du) + PCv, Dv, D, Du», (9. 3. 53) 
HB c, d; 为 一 些 常数 , Ο(Ώυ. Du, D, Du) 为 剩余 的 二 阶 项 ,对 Du KD, Du 
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为 仿 射 的 ,而 PCo, Du, D, Du) 对 D. Du 为 仿 射 的 ,是 Flv, Dv, D, Du) 中 的 


高 阶 (三 3) 项 .于 是 ,由 迭 加 原理 ,我 们 有 
u = Mv = u, +u, +u, +u, 
而 ur Uz» ὑπ» WU 分 别 满足 


u, = D0, C) , 
a=0 


u, = X d9,(vDu), 


i=0 


Clu; = Q(Dv, Du, D, Du) 


及 
Llu; = PCu, Do, D. Du)» 


Hu u K u, 具 零 初始 条 件 , 而 u, 具 如 下 的 初始 条 件 : 


ἕπθτιεφία), us = eó (x). 


设 τιν πι Ku, 分 别 满足 


Du =v, 
g, = Ü 
及 
Ci us = υΏι. 


Hu, Ku, 具 零 初始 条 件 , 而 去 , 具 如 下 的 初始 条 件 : 


易 知 


u, c > <=, u, — Co σα 


由 第 四 章 推 论 5. 1 中 之 (4. 5. 17) 式 ,并 利用 本 章 之 引 理 3. 4, 就 有 


(9. 3. 54) 


(8. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


C9. 


(9. 


(9. 


3. 


3. 


3. 


55) 


56) 


957) 


. 58) 


. 99) 


. 60) 


. 61) 


. 62) 


. 63) 


. 64) 


. 65) 
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lu, ss CC Du, G> 2 aset ll SiS J) [| pasa) 
« C(e+ | Du ,G, 2 || ς ν). (9. 3. 66) 
由 波动 方程 的 能 量 估计 式 ( 见 第 四 章 引 理 5. 2) 及 第 三 章 引 理 1. 5 ,注意 到 第 五 章 
注 1.1 中 之 (5.1.15) 式 ,并 注意 到 本 章 中 之 引 理 3. 2 K Χε z. 7r 之 定义 ,就 有 


[αι On ss <Ce+| lC, |... d) 


e c(+ [ Ef. coa +)“ dr) 
& C(e J- E? f, C). (9. 3. 67) 
类 似 地 ,我们 有 
lug G, «} τοι S ΟΕ-ΕΕ, (9) Ρε τί). (9. 3. 68) 
此 外 ,由 第 四 章 推论 5.1 中 之 (4. 5. 17) 式 ,并 利用 引 理 3. 4, 有 


late, Μο ο προ Ισ Dn,s, 0% 


HAHO” | Q(Do, Du, D, Du)(z, 9 | p s dr]. 
(9. 3. 69) 


PNE EC (9. 3. 70) 
2 n 


1 
ifi y, Gs α) Ἀϑεβ[α. Ὁ] |z |<) 的 特征 函数 
利用 第 五 章 引 理 2. 5 中 之 (5. 2. 24) 式 (在 其 中 取 和 = S. r= q, p = n É 
β --1).ΕΠΞΞΙ Xer 的 定义 及 L”*(R”) CLIR) NO ett A 1 131 
Q(Dv, Du, D, Du) 是 Du K D, Du 的 仿 射 函数 , 就 有 
| Ο(Ώυ. Du. D.  Du)G, :) | γ. 8. Φ, ἅ 


E, 


« CQO4-077 ECE-- D, 4G), Vz € [0, T]. (9. 3, 71) 
利用 第 五 章 引 理 2. 5 中 之 (5. 2. 220: ERRA N = S, r= q, p= n Kk B = 


DAHO > | Q(Do, Du, D, Du) (z, 5 l|, 。 ， 可 得 到 类 似 的 不 等 式 . 因 
此 ,就 有 


lust 21s € Cle EF, GNE +D τῶ). (9.3.72) 
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利用 第 四 章 中 的 推论 5.2, 我 们 有 
| u C. 2) | P. S. 2 <clet| | P(v, Dv, D. Du) (lr, 9) | D. s, dz ` 
0 
(9, 3, 73) 


其 中 g 仍 由 (9. 3. 70) 式 给 出 . EXE ES BPC>3) Ρ(υ, Dv, D, Du) Æ D, Du 
的 仿 射 函数 ,由 第 五 章 注 1. 1 中 之 (5. 1. 15) 式 及 引 理 2. 2 中 之 (5. 2. 13) 式 ,我 
们 有 
| PC, Dv, D, Da) Cc, 5) | D.S.q 
« Ct || G, Dv) || p, [ΓΣ]... | C Do) ll rs. ll Du |li, si 

+ | C Do) lu ps]. |l Du p, rs. ll Cos Do) | p sz 

+ Du lla ps]. M Cos ο) ll ps3, | Cos Do) lle 

+ || Co, Do) |, [5]. | (υ, Dv) || >, [51.» | Cus Do) ος εἲ 


def. 


--Κι K, + K, + K,. 


(9. 3. 74) 
注意 到 第 五 章 引 理 2. 4, 有 


πε ΕΜ. liga τω 


2 


并 注意 到 引 理 3. 2 ,第 三 章 推论 4. 4( 在 其 中 取 Ν-- | > | p=2, =| Ξ Joa 


Xs. .7 的 定义 ,就 可 得 到 


K, & CE'(0-2-07? (04-077 6D OD GO, — (9.3. 76) 
K,« CE!(--077 (02-077 CD f£ (GOD, 4G, (9.3.17) 


n: 


Κι « CE! 1--07* Apo T 6D £5 (OD, rlu) (9.3.78) 


E CE! Q0 077 (124-077 63D p (o, (9. 3. 79) 
于 是 ,对 n= 二 3, 4, 注意 到 f£, COBJAE X (9. 3. 6), H (9. 3. 73) 式 就 得 到 
|w, ἡ ll p aa ο EE CE Ds τὸν. (9. 3. 80) 
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综合 (9. 3. 67)-(9. 3. 68),(9. 3.72) 及 (9. 3. 80) 式 ,就 得 到 

Sup. f, (D luts 2] gs, S Cle--EGE--Ds r(u))}. (9.3.81) 
最 后 ,我 们 来 估计 || wa. 2» ly [3]4. =。 
H (9. 3. 54) 式 ,我 们 有 


4 
2-07 | uG. 351, [Eja e < = 3a057 late, 8 le TO 


i=l 


RET ΜΈΝ (9. 3. 82) 
注意 到 (9. 3. 6-09. 3. 65) 及 当 S >> 2n 十 4 时 ,| > ene 2e S, 由 第 四 章 
推论 6.4 中 之 (4. 6. 157) 式 ,并 利用 引 理 3. 4, 就 可 得 到 
L, + L, <c[e+[ ax9* lG, oDu)(z, 2 || p, [αμ «dr 
二 | aso | G^. Da) Cr, -) llr sade}. (9.3. 88) 
由 第 五 章 注 1. 1 中 之 (5. 1. 15) =, 利用 第 三 章 的 推论 4.4 
(在 其 中 取 N = | 号 rl, = ο 一 2) 以 及 本 章 中 之 引 理 3.2, 并 注意 


到 Xs, ,7 的 定义 ,就 有 
| G^, vDiDG. 2 I, [s a, > « CEG 4-7) (ETD 40), 


γτε[ο, ΤΙ, (9. 3. 84) 
| (οἱ, vDuXG, 2 || s, «ΟΕ OED, τ(ω)). 
Yre o. T], (9. 3. 85) 
于 是 ,注意 到 (9. 3. 6) 式 及 (9. 3. 20) 式 ,就 得 到 
L, +L, < Ο{ε-Κ(Ε, THE+ Ds τ(ι))). (9. 3. 86) 


类 似 地 ,由 第 四 章 推论 6. 3 中 之 (4. 6. 156) 式 可 得 


Lii <cle+| (14-077 (]Ο(Ώυ, Du, D, Du)(z, -) | F 
+ || Ῥ(υ, Dv, D, Duy (z, 2 ||, s ιλἀτ]. (9. 3. 87) 


利用 第 五 章 注 1. 1 中 之 (5. 1. 150 3X 8| E 2. 2, 并 注意 到 第 三 章 中 之 推论 4. 4 
及 本 章 中 之 引 理 3. 2, 由 Q(Dv, Du, D, Du) Du K D, Du H$}, H. 
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PC, Dv, D, Du) 对 D, Du 为 仿 射 ,就 可 得 到 
| Ω(Ρυ, Du, D, Du)(z, 2 || i s, 
« C || Dv |j s CI (Du; Dw) lp s I + | Dv ll i s 2 
« CE(E 4- Ds, τ(α)). 
| Ῥ(υ, Dv, D, Du)(z, 2 || p s, 
«Ct || Co Do) | x, [5]... | Co» D) ll p33.2 ll D^ si 
+ || Cos Do) [νι γε]... Il D'u || e rs].: | C Do) Ίο: 
Πε | Cos Do) | [51.2 | Co, Do) || s 
+ lC Do) || νι CS], = || Co, Do) | r. [51.2 | Co, Do) | s 2) 


« CE2(1+ r) f GE + Ds, 4G) 
« CE*(E-- D, LG), 
因此 ， 


L; J- L, Z Clet RE, ΤΟ(Ε-Ε Ds τ(ω))). (9. 3. 88) 
这 样 ,我 们 就 得 到 
Sup AHOT [μῶ, 2 rs] 过 Cle 十 RCIE，TCGE 十 DsrGo)). 
(9. 3. 89) 


联合 (9. 3. 47), (9. 3. 52), (9. 3, 81) Æ (9. 3. 89) 式 ,就 得 到 所 要 求 的 
(9. 3. 19) XX. 
引 理 3. 5 证 毕 . 


3.4. 5|38 3. 6 的 证 明 
令 
一 五 一 元 (9. 3. 90) 


此 时 仍 有 (9. 2. 58)-(9. 2. 60) 诸 式 . 

Bf | Du t,d lasne 

对 任何 给 定 的 多 重 指标 (| | 过 S 一 1)，, 仍 成 立 (9. 2. 70)-(9. 2. 732 XX. 与 
引 理 3. 5 的 证 明 类 似 , 我 们 有 
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|l o |H] JH |, IN | | V |< CR(E, DDii. τα”). 
(9.3. 91) 


R F 3 H Afi VI. 此 时 我 们 仍 有 (9. 2. 750 3X. 由 第 五 章 引 理 1.4 中 之 (5. 1. 31) 
式 ( 在 其 中 取 p=q=2, pb, =q =+ ) 及 注 1. 2 中 之 (5. 1. 19) 式 ,并 利用 第 三 
章 中 之 推论 4. 4, 且 注意 到 (9. 3. 53) 式 ,就 可 得 到 

| &Ce ) | Pern < CC | DF* (z, 2 | τ.5-1.2Γ | F* (z, |l r. $1.2) 


ΕΠ 3 DD atv Y, (9. 3. 92) 


从 而 有 
| V |< CR(E, DDs ,.+(u )Dsa. τ(υ"). (9. 3. 93) 


这 样 ,我 们 就 得 到 
中 起 | D'u* G, 2 || i 5-4. 9 
=< CR(E, T) (D$ 4. γώ" ) + Dsi. Ca ADs, rv ). (9. 3. 94) 
类 似 地 ,我 们 可 得 
SYP, [Du € 93 | isg 
& CRIE, ΤΕΕ ra" 2 De rai Daa το, (9.8.95) 
最 后 ,用 类 似 于 证 明 (9. 3. 81) € (9. 3. 89) 的 方法 ,可 分 别 得 到 
up 万 (4) | u* (z, | p, £4, < CEGDs ι rlu" ) + Ds 4, 1 (o )) 
(9. 3. 96) 


ES q . s-i 
Sup ED z a G ) κ [£t Ju, = 
= CRCE, TX Diar ) -- Dg 4, 4 (v? yy, (9. 3. 97) 


综合 (9. 3. 94)-(9. 3. 97) 式 ,就 得 到 所 要 证 明 的 (9. 3. 2D X. 
引 理 3. 6 证 毕 . 


第 十 章 
二 维 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


$1. 引言 
在 本 章 中 我 们 考察 下 述 二 维 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
证 二 FO, Du. D, Du). CTO, 1. JO 
£ = Ü: ξεφία). α, = ed), (19.1. 2) 
其 中 
ui E E (10. 1. 3) 


为 二 维 波动 算 子 ， 


m= οι (10. 1. 4) 
9 及 少 为 充分 光滑 且 有 具 紧 支 集 的 函数 ,不 妨 设 
p, 9 € C; (R°), (10. 1. 5) 
H 
supp(@, 9) C (z || x | e) (6550 ON RERO, (10. 1. 6) 
而 s > 0 为 一 个 小 参数 . 


记 
À = Q; Q), E= 0, l; 2; (Ag): i, j= 0, 1, 2, ¿+J > D. 
(10. 1. 7) 


假设 在 = 0 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 | À | < v, (v 为 适当 小 的 正 数 ), 非 线性 项 
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FÀ) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,并 满足 
FQ) = ΟΚ! À |), (10.1.8) 
m « > 1 是 一 个 整数 . 

本 章 的 目的 是 对 任何 给 定 的 整数 a — 1, 研究 Cauchy 问题 (10. 1. 1)- 
(10. 1. DWAR u= ult, z) 的 生命 跨度 TC. 针对 a 的 不 同 数值 ,我 们 将 利 
用 整体 迭代 法 分 别 证 明 如 下 的 结果 : 存在 一 个 适当 小 的 正 数 s ,使 对 任何 给 定 
的 e C (0, ει]. 

CD 在 a = 1 时 ,成 立 ( 见 李 大 洪 , 周 忆 [53]) 


bee); 
Te) zm 45e, 若 | ， φ(αλάχ = 0; (10.1.9) 
δεῖ, | X; F(0,0, 0) —0, 
其 中 2 是 一 个 与 e 无 关 的 正常 数 ,而 e(e) 由 下 式 定义 : 
ee (ε)Ιπ(1 + ε(ε)) = 1. (10, 1. 10) 
(2) 在 a 二 2 时 ,成 立 ( 见 李 大 潜 , 周 忆 [51]) 


ue B 3:05 F(0,0,0) —0 (B= 3, 4), 
a5 1. 113 
其 中 a Ë b 为 与 e 无关 的 正常 数 . 
(3) 在 a 三 3 时 ,成 立 ( 见 李 大 洪 , 周 忆 [52]) 
T(e) 一 十 co， (10. 1. 12) 


注 1.1 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 将 采用 一 个 相对 简单 的 方法 来 展现 上 述 这 
些 结果 ,而 不 再 重复 [51]-[53] 中 的 原 有 证 明 . 
根据 上 述 结 果 , 在 n = 2 时 . 对 生命 跨度 TCO 有 如 下 所 示 的 下 界 估 计 : 


1 


bele) 


CN TTD 


exp(ae °) 
XE "— 
be 2 G 9, F«0, 0, 0) zd 


(4557 F(0, 0,0 —0) β-- 3, 4) 
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特别 ,在 非 线 性 右 端 项 不 显 含 IJ: 
F= F(Du, D, Du), (10. 1. 13) 


由 上 表 就 有 


这 就 立刻 得 到 第 九 章 $ 2. 5 PE n = 2 时 所 列 的 有 关 结 果 . 

由 第 十 三 章 及 第 十 四 章 中 的 结果 ,上 述 关 于 生命 跨度 的 下 界 估 计 均 是 不 可 
改进 的 最 佳 估计 . 

由 第 七 章 , 为 了 对 二 维 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 (10. 1. 1)-(10. 1. 2) 
证 明 上 述 结 果 , 本 质 上 只 须 考 察 下 述 二 维 情形 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 ; 


2 2 
u= 2 byu, Du)u,, Ολο Du)u, +F, Du), 
ἐν {ή j= 


1 


(10.1.14) 
ΓΞξθτεφίτ)ι α, --εφ(α), (10. 1. 15) 
于 此 , e. ó € C; CRO ) 仍 满足 条 件 (10. 1. 6), m e > 0 是 一 个 小 参数 . 
Ay 
À — (5s Q), i= 0, 1, 2). (10. 1. 16) 
假设 当 |A |< w 时 ,6 A), a A  Ε(λ) 均 为 充分 光滑 的 函数 . 且 成 立 
BÀ) = BuU (y, p = 1, 2), (10.1.17) 
b; (A Ys à, ολ = OC| À |} Gi. p= l, EY, (10. 1. 18) 
Ε(ὰ) = O(] 4 1) (10. 1. 19) 
及 
DaD ë >m | ë |°, μὲς m. (10. 1. 20) 


ΤΙ, αΞεὶ 是 一 个 整数 ,m。 是 一 个 正常 数 ,而 
a; Q) = ó, +b, Q) O, ἡ = 1, 23 s (10. 1. 21) 
其 中 ὃ, Jy Kronecker 记号 . 此 外 ,(10. 1. 9) 中 在 a = 1 Abra t 9; F (0, 0, 0) 
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二 0 及 (10.1.11) 中 在 a==2 时 所 加 的 条 件 %F(0, 0, 0)--0 (β-- 3, 4) 现在 分 
别 化 为 : 对 a = 1, 成 立 
e FP (O, 0) — 0, (10. 1. 22) 
而 对 e = 2. 成 立 
F FOs Ὁ) = 0 (8= 3, 4). (10, 1. 23) 


$2. Cauchy 问题 (10. 1. 14)- (10. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨 
度 的 下 界 估计 (α =1 的 情形 ) 

在 本 节 中 ,我 们 将 对 二 维 情形 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
(10. 1. 14)-(10. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,在 a = 1 时 证 明 由 (10. 1. 9) 的 前 二 
式 所 示 的 下 界 估计 ,而 由 (10. 1.9) 的 最 后 一 式 所 示 的 下 界 估计 将 在 8 4 中 证 明 . 
2.1. 度量 空间 X, sr. 主要 结果 

由 Sobolev 嵌入 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 

| fle, VE HCR D ήπιες 0.21 

对 于 任何 给 定 的 整数 S$ 6. FERT EER EC E) 及 工 , 引入 函数 集合 


Xs z, r = {vt, z) | Ds τ(υ) < E, δυ(0, z) = uj? (z) 
Q—0,1, *, S+1)), (10. 2. 2) 


这 里 


2 


Ds, r(v) = > Sup, Du 2 le s, + sup g ' CO lot 2 ese 
(10. 2. 3) 
其 中 


VInQ +t), 着 | ,0(z)dz Z 0; 
g(D- " (10, 2. 4) 
ls #| d) dz = 0, 
- 


ΠΠ αὐ (=) = εφία), w Cx) = εφ(α), 314 / = Ba eee S+ 1 Ην (z) 为 
Ou (1, x) 在 上 一 0 时 之 值 , 它们 由 方程 (10. 1. 14) 及 初始 条 件 (10. 1. 15) 所 唯一 
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决定 . 显然 w” = 0, 1, …，S 十 1) 均 为 具 紧 支 集 ( 见 (10. 1. 16) 式 ) 的 充分 光滑 
函数 ， 
与 前 二 章 中 类 似 , 容易 证 明 
引 理 2.1 在 Xser 上 引入 如 下 的 度量 : 
p, v) = Ds (=T), V 2, ΖΕ Xs g. ry ¿C 10.2. 5) 


当 e 沁 0 适当 小 时 ,Xs z. 7 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 
引 理 2.2 SZ S 宇 6 时 ,对 任何 给 定 的 vE Xs ors BR, 3E 


νο μι SCEg(O 07, V € ο, T]. 
(10. 2. 6) 
| (Do, DW, 2 ls [3]4.  CEQ -07*, Vt € [0, T], 
(10. 2. 7) 
JE P C 为 一 个 正常 数 . 
证 ”注意 到 S — 6. 由 第 三 章 中 的 (3. 4. 30) 式 ( 在 其 中 取 = 2, p = 2, 


N-|2 c1 ii s = 2), 并 注意 到 Xs s+ 的 定义 ,就 立刻 得 到 (10. 2. 6)- 


(10. 2. 7) 式 . 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 2.1 设 允 一 2 及 w=1. 在 假设 (10.1. 5)-(10. 1. 6) 及 (10. 1. 17)- 
(10. 1. 21) 下 ,对 于 任何 给 定 的 整数 5556, # £ E % BË 6, A C, AÈ C,e, < E, , B. 
对 于 任何 给 定 的 sE (0, ει], A4 — À iEXX TE), 使 Cauchy 问题 (10. 1. 14)- 
(10. 1. 15) &[ 0, TO ] 上 存在 唯一 的 经 典 解 € Xscere， 而 了 (e) 可 取 为 


pe(e) — 1, 

Τ(ε) = 10. 2. 8 

x | be ! —]. 若 | > dCr)dx = Qs k ? 
RÊ 


其 中 e(e) 3800.1. IOREL, b p— 435 E 无关 的 正常 数 . 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 上 在 区 间 L0，T(e) | 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 
u € C([0, T(e)]; Η (ΒΡ), (10. 2. 9) 
u, € C0, T(O]; H°(R2)), (10. 2. 10) 
u, € C([0, T(e)]; H (RP). (10. 2, 11) 
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2.2. 定理 2.1 的 证 明 框 架 一 一 整体 迭代 法 


为 了 证 明定 理 2. 1, 对 任何 给 定 的 v E Xs. e r， 和 前 二 章 一 样 ,由 求解 下 述 
线性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 : 


Ou = Fw, Dv, D, Du) 


ιβ, (ο, Daya, --23 aj 00 Dua, 
idi FG, Do), (10. 2. 12) 
t—0:u-tegQ(x), u, = Epe) (10.5, 13) 
定义 一 个 映照 
M: v—u = Mo. (10. 2. 14) 


我 们 要 证 明 : 当 s 盖 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 Co , i 3⁄4 E — Coe ifj T — TG» 由 
(10. 2. 8) 式 定义 时 ,M 在 和 Xs.e7r 中 具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 
(10. 1. 14)-(10. 1. 15)#E 0 < e < TC). 上 的 经 典 解 . 

与 前 二 章 类 似 ,容易 证 明 下 面 两 个 引 理 . 

512.3 当 瓦 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 也 EXs.E,T, 必 要 时 修改 在 上 的 
一 个 零 测 集 上 的 数值 后 , 成 立 


u = Mv € C([0, T]; H° (R°)), (10. 2. 19) 

u, € C([0, T]; HŠ(R°)), (10. 2. 16) 

ü E LO, T; ΠΟ CR). C18, 2. 175 

此 外 ,对 任何 给 定 的 1€ [0，T], u = ult, x) 对 并 的 支 集 不 超过 { 壹 || x |< 


{--0). 
引 理 2.4 *pu—u(t, z) = Mo, (0, 9 (1 二 0, 1, =, S+ 2) 的 值 与 
vE Xs e.r 的 选取 无 关 , 且 


9! ul, z) = u” (z) U= 0, 1, e S+ 1). (10. 2. 18) 
jb, 
| C0, ») [| p. «ο. (10. 2. 19) 


JF 1 < p <+-=so, 而 C 为 一 正常 数 . 
下 面 的 两 个 引 理 是 证 明定 理 2. 1 的 关键 . 
5| 2.5 在 定理 2. 1 的 假设 下 ,车 
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T< expíae 2) (a > 0 为 一 常数 )， (10. 2. 20) 
3 E >04 hi, 48422 09 o €C Xs z ro u — Mo 满足 
Ds. τί) << C, {et (R+ /R)(E + Ds, +(u))), (10. 2. 21) 


def. 
R = RE; T) —EX1-- TogCT), (10. 2. 22) 


而 gCT) 810.2. 0 AE X. 
引 理 2.6 在 引 理 2. 5 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 0, 0 € Xs p ro #u = Mv 


Dsi 4(u —u) == C,CR -/R) (Ds 4 4G — 8) - Dg 4, 4 (0 — 9)2, 
(10. 2, 28) 


其 中 C, 是 一 个 正常 数 , 而 尺 二 RE, T) 459 (10. 2. 22) & X Χ. 

ΠΠ 2. 5 及 引 理 2. 6 之 证 明 见 后 文 . 现在 我 们 首先 利用 这 两 个 引 理 来 证 明 
定理 2. 1. 

定理 2.1 的 证 明 取 


C», += 3max(C, ? (3,35 (10. 2. 24) 


其 中 C, 及 C, 分 别 为 出 现在 引 理 2. 5 及 引 理 2. 6 中 的 正常 数 . 
和 前 二 章 类 似 , 可 以 证 明 : 若 存 在 一 正 数 & ,满足 Coe; < EE,, 且 对 任何 给 定 
的 sE (0, ει]. E = Ε(ε) = Ce 及 满足 (10. 2. 20) RH T = T(e) 之 0 满足 


Κ(Ε{ε), Τ(ε)) +V RCECe) , Τ(ε)) <Š (10. 2. 25) 


则 映照 M 在 Xs go. ro 中 有 唯一 的 不 动 点 , 且 此 不 动 点 & = uG. z) 就 是 
Cauchy 问题 (10. 1. 14)-(10. 1. 15246 0 < ¿ < Te) 上 的 经 典 解 . 
现在 来 决定 6 7 0 X TC (0 — e 6) ,使 (10. 2. 20) 式 及 (10. 2. 25) 式 同时 
得 以 成 立 . 我们 总 假设 s > 0 足够 小 ,使 (10. 2. 1) 式 当 E, = Cos 时 成 立 . 


在 | ,wz)dz Z 0 的 情形 ,由 (10. 2. 4) 式 的 第 一 趟 及 (10. 2. 22) 式 ， 


R = R(E, T) = EQ 4- D /InQ2 3- T>. 
TARE = Coe 及 
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T(e) = be(e) — 1, 
其 中 e(e) 由 (10. 1. 10) 式 定义 ,而 b(< 1) 是 一 个 满足 
C, GC, --/bC,) = 1 (10. 2. 26) 


的 正 数 , 易 见 当 e > 0 充分 小 时 ,(10. 2. 200 3X C10. 2. 25) 式 均 成 立 , 这 就 证 明 
了 (10. 2.8) 中 的 第 一 式 . 


在 | .wz)dz = 0 的 情形 ， 
R= R(E, T) = E(1+ T). 
于 是 , 若 取 五 = Gve 及 
Τ(ε) = be! —1, 
而 2 仍 为 一 个 满足 (10. 2. 26) 式 的 正 数 , 易 见 当 e — 0 充分 小 时 ,(10. 2. 20) 式 及 
(10. 2. 25) 式 均 成 立 . 这 就 证 明了 (10. 2. 8) 的 第 二 式 . 
2.3. 引 理 2.5 及 引 理 2. 6 的 证 明 


首先 证 明 引 理 2. 5. 

先 估计 || ul, ») | Γ. 6. 2» 

对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 ἐ(| k |< S), 由 第 三 章 中 的 引 理 1. 5, 并 利用 
(10.2.12) 式 ,有 

Or uw = It F (o, Dos D, Duda X) Bar Flos Do, D. Du) 


H|<|k|—1 
def. 


— 2 C r FG, Dv, D, Du), (10, 2. 27) 
其 中 Bi 及 Ci 为 常数 ,而 D^ u 所 满足 的 初 值 可 由 zx" Q = 0, 1, σεν S+ 1) 所 唯 
一 确定 . 
令 
u — wo +, (10. 2. 28) 
其 中 wi” 满 足 线性 齐 次 波动 方程 
Dw = 0 
RI T* 同样 的 初 值 ,而 ww 局 满足 
Ow = >) Cr Fw, Dv, D, Du) (10. 2. 29) 


IEEE 
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及 零 初 始 条 件 . 
再 令 
wi? —u F, σι 2. 90) 
其 中 
UP" ος αι (10. 2. 31) 
而 ι΄ WA 
Du” = 0, (10. 2. 32) 
t= 0 s u” = p(s εὖ = εφ. (10. 2. 33) 
由 第 三 章 引 理 1. 5, 易 见 
το = 0. (10. 2. 34) 
于 是 ,由 第 四 章 定理 3.1 之 1 , 易 见 有 
το Cs 2 || euge, < C/In(2 + De. (10. 3. 35) 
在 | Bade = 0 ti να)” 的 第 二 个 初 值 应 满足 类 似 的 条 件 , 即 成 立 
| , «ο, dz = 0. (10. 2. 36) 
k 
为 证 明 这 一 点 , 易 见 只 需 证 明 
| : 2 (pu (o, x)dx = Ù (10, 2. 37) 
μ΄ Ot 
事实 上 ,由 第 三 章 》 1, 我 们 有 T= 二 (Qs L, 9), 而 
O, = (r9; —x38,) eic jan? (10. . 38) 
L= (18, + J, xð, 19, — xə, (i = 1. *, m) (10. 2. 39) 
i=l 
K 
θδ--ς-θ. δι. ---, 9,). (10. 2. 40) 


注意 到 eo R.B | ,ψ(χ)ὰσ = 0, 利用 (10. 2. 32) & (10. 2. 33) ,再 在 


必要 时 进行 分 部 积分 ,就 可 以 直接 证 得 (10. 2. 37 X REIS 
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这 样 ,在 | ， do) dx = ΟΠΗ 由 (10. 2.36) 并 利用 第 四 章 定理 3. 1 Z 2° ,就 有 


| ὧν (1, «) || za, < Ce. (10, 2. 41) 
合并 (10. 2. 35) & (10. 2. 41) 二 式 , 并 注意 到 (10. 2. 4) 式 ,就 得 到 
| 2 Ce, 2 | > 2, < Cg We. (10. 2. 42) 


(10. 2. 30) 中 的 το, 仍 为 二 维 齐 次 线性 波动 方程 的 解 , 其 初 值 为 下 u 的 初 
值 与 Τι 的 初 值 之 差 . 注意 到 及 uw” 所 满足 的 Cauchy 问题 分 别 为 
(10. 2. 12)-(10. 2. 13) 及 (10. 2. 32)-(10. 2. 33) ,并 注意 到 (10. 1. 18)-(10. 1. 19) 
(其 中 a =1), 易 知 西 ”的 初 值 具有 e 的 量 级 . 于 是 ,再 一 次 利用 第 四 章 定理 3. 1 
之 1° ,并 注意 到 (10. 2. 4) 式 的 第 一 式 , 就 有 


| 29? Cr, 2 | < C/In(2 + 0) ë. (10, 2. 43) 
这 样 ,由 (10. 2. 30) 得 到 
| τωΐ CG, -) zn SECEDE In e). (10.2.44) 
现在 估计 | < Gs 2 |‖ ea, 
πο ο πο ay =), # 
可 得 到 


|| we? (ον 22 || zas 
«σα ερ} CI FG, Do, D, Du)(z, ) |i s s.n 
FO 65 T || FG, Dos D, Du) 2 lg aa, an de, 
(10. 2. 45) 


注意 到 a = 1 5| FE 2. 2, 利 用 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复合 函数 的 估计 式 ， 
易 见 


|| Fw, Dv, D, Du)(z, 2 | 


r. S; $. χι 
< Ct || v. Do)(r, | τ. [5]. 5. | Co, Do, D, Du», :) | π.δ. 
十 | D. Ρας, 5) | r. [$] 3t | (v, Dv)(r, 9 | r. νο (10. 2. 46) 


|z |<) 的 特征 函数 ,而 χι = 1— χι. 利用 第 三 


其 中 χι 为 集合 |G, z) 
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章 推 沦 11 之 2 (在 其 中 取 n 一 2, p 一 2,4 一 3,N 一 [也 | 及 一 1), 就 有 


| Cos Do) e. 2 ll s 33.5. 
« CO 03 || Go, Do, 2 ls 
及 对 | D, Dule, 2 | [sJan 的 类 似 的 估计 式 . 再 注意 到 Xs. = 7 的 定义 ,就 
容易 得 到 
| FCo, Dv, D, Du), 2 νε sx 


Os ^E 


κ: C4 073 | (v, Dv)(r, .) | T.S.2 | (v, Dv, D; Du)(z, °) | p. 5. 2 
< CO -4- 07 g GG? --ED; +G), (10. 2. 47) 
其 中 gG C D 由 (10. 2.4) 式 定义 . 
类 似 地 ,注意 到 a — 1, 利用 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复合 函数 的 估计 式 , 有 
|| Ευ. Dos D, Du) (z, 2 Το εν 
AC | Co. Πυ)ίτ. -) | r. [3].2. ες | (v, Do, D, Du)»(r, -) | r. S. 2 
+ || D, Dute 2 |, [E]. 2 = || Cv DoXtz, sy | sgar (10.2. 48) 
利用 球面 上 的 Sobolev 能 人 定理 (第 三 章 定 理 2. 1 之 1 YERCREUn = 2, p=2, 
$ = l2 就 有 
| (υ, Dv) 2 ls [33.2 < C || Co, Ῥυ)ίτ, 2 || j. [314.2 
& € || Co, Dot, ει 
及 对 | D, Dult =) | r. [3 ]. 2. " 的 类 似 的 估计 式 . 由 Xs, g. T E RMT 
(10. 2. 47) 式 ,可 得 
|| Eto; Dv, D, Duytes 2 ls sion 
& C || C, Ῥυ)ίτ. is ss || C Dv. D, Ρις, 21g sa 
«-Ορ(τ)(Ε -- ED. τ(ι)). (10. 2. 49) 
将 (10. 2. 47) & (10. 2. 49) 4 A C10. 2. 45) 式 ,就 得 到 
| wi, 2H L'R) 
«cao: (12-075 g' COde «CE? + ED, rt)) 
ü 
£e CO 43-ODg^ GYCE* LED. 4 (2) 
< Cr ORE, TXE + D. 400), (10. 2. 50) 
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H R(E, T)HI (10. 2. 22) 式 给 出 . 


利用 (10. 2. 44) 及 (10. 2. 50) 式 ,由 (10. 2. 28) 式 就 得 到 在 j: dCc)dx z 0 


时 ,有 


luct. 2 || nsa S Cg OG H-RCE, TYCE4- Ds. ra)775 


(10. 2. 51) 


而 在 | ， dG)dr = 0 BF, 只 要 成 立 (10. 2. 20) 式 ,可 知 (10. 2. 51) 仍 然 成 立 . 
这 样 ,在 (10. 2. 20) 成 立 的 条 件 下 ,总 有 


sup g (1) lut. 2 || naa SCE-RE, THE Ds, rtu). 


(10. δ. 522 


下 面 我 们 估计 |‖ Du, DWG, lase 


对 任何 给 定 的 多 重 指标 RC| k |< S), 由 第 九 昔 的 (9. 2. 41) 式 ,有 下 述 能 量 


积分 公式 : 
| t Du (z, 23,1 bu 


2 
十 >] ,Qi CU» Do) G, JG Dx G, 220, (I* Dult, 20, dr 
R i j 


i, j=1 
== | (I* Du(0, 29, | P ab 
2 


+ X | Las Cos Ῥυλ0, (I Du(0, Ὁ), CT Du(0, 22, dz 
Rm 1 J 


ερ Ob, (o, Dou) (z, 2) 
+ >] | dd 
οὐ R° Or J 


2 t Əb.. : D Y 
-2x[Í : y Lm ) ep? Date, 22, (I Du (z, )),dzdr 
j= Ον R i J 


i 


δ 9a; (v. Do) (z, :) 
ΝΕ s (T* Due, )),(* Dur, -)),dedt 


+2| | ,GiCr, ος 


R 


+ 引 | dns CI Dute; ο) dede 
o4 R° 


def. 
= || αν Dets -yy, la 
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eI, ay Cu, Du) (0, YT Du (0, Ὁ), (T* Du0, Ὁ), dr 


is j=} 


TI +B +] N E V; 
其 中 


2 


G, = 2) (I* DG; (o, Do)u,, ) —b; (o, Du)T* Duse ) 


i. j=l 


Foy tos Doa” Du... — Q* Duy, , 3) 


2 
+22 {CT Dla los Dou, ) —as; lor DvT* Du, ) 


j=] 


T as; Cus Dv) (T* Dun, -- (T Du), ) } t 


(10. 2. 53) 


(10. 2. 54) 


= I* DF(v, Dv) + > B,I'F(v, Dv, D, Du), (10.2.55) 


[κε] 
ΠΠ Flv, Dv, D, Du) H (10.2. 122518. 巨 ， 为 某 些 常数 . 
下 面 的 估计 与 第 九 章 》2 中 类 似 的 部 分 仅 作 简 要 的 说 明 . 


注意 到 a = 1 及 引 理 2. 2, 利 用 第 五 章 关于 乘积 函数 及 复合 函数 的 估计 式 ， 


可 得 


Il] | Il，| 下 i«c[ || (ο, Dv, D*u) (z, 2 || qe, dc- D$ τ(ω) 
0 


z cE| oa ay de, Di 4 GO 
Ü 


« CELOU FOEDE 4G) < CRE, T)D τ(ω. 


现在 我 们 估计 G, (z, Ὁ B9 L^ 范 数 . 
首先 ,我 们 有 


由 De 一 0 
< ΟΙ 5; Co, Do) (z, ο] ε΄” ab 
e [| G* Du, — (t Duy... Ces 2 | μων 
« CEg (4-077 || Dule, 2 lh s; 
« CEg (Or 07D, rlu). 
其 次 ,我 们 有 


(10. 2. 56) 


(10. 2. 57) 


| (T* D Cb; Co, Do)u, , ) — by Co, DOT! Du, , )(z, 2 || i2 
=< || (G* Go, Do))Du, —bj (o, DoT Dus )(z, 2 liz, 
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+ || TG; Co. Dou, ) (z, 2 || a 
< C4: 07 || (υ, Do, D°) (z, 2 li s. | Dule 20s; 
« CEg (4-07 D, rlu). (10, 2. 58) 
对 于 G, 中 的 aw 所 组 成 的 项 ,类 似 的 估计 式 成 立 . 因此 ,我 们 有 
| Οι(τ, 2 || a < CEgCO 4-07 D, rlu), Yre [0, TJ, 
(10. 2. 59) 
从 而 得 到 
| N [e CRXE, Τη xt. (10. 2. 60) 
类 似 地 ,有 
lg, (z, 2 llar, SEDE Ῥυ}ίτ, 2 κει 


2 
+ || FG, Doytry 2 ll sa t 2, lo; Cos Ῥυλα,, (τ, 2 [τις 


= 
eM | ao; Cos Dour (z, D ls 2 
& CEgCO HITEH D, 4G), Vc € ο, T], (10. 2. 61) 
从 而 
| V |a CRE; ΏΓ(ΕΏς pa) -- D$ κι), (10, 2. 62) 
iX FÉ HH C10. 2. 53) 式 ,并 注意 到 (10. 1. 20) K C10. 1. 15) ,就 得 到 


sup E? | DI* Du G, -) | ah 


OT (Is 


< Cie +R(E, D(EDs τῷ + D: +(u))), (10. 2. 63) 
从 而 ,由 第 三 章 推 论 1. 1, 就 得 到 
Sup. | D'utt, :) llr s, SCIRE, T) (E+ Ds, 1 (02). 
(10. 2. 64) 
此 外 ,对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 RC] k | S), 由 第 九 章 之 (9. 2. 56) 式 ,还 有 
如 下 的 能 量 积分 公式 ， 
| CI* wlt: D) lags 


E: 
+ D) | ja Co, Do) (5, YT αν 3), Tut, 2, dz 
R 1 了 


ἐν j=1 
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== | CI* u (0, :), | ifa 


2 
+> | ay Co, Do, YT u(0, D), (Pr u0, ο), de 
¿j= RO , š 
£ Əb..( ` D . t 
-Σ] |. gU Gin EHUNEY ρα ες ος ba tes St dedy 
o» R* or i j 
2 , Əb.. (v, Πυ)ίτ. 2) 
EX. ij 
AJ, Or; 


2 m Əaj (o, Do) (z, :) 
-à» | Or, 


2 


(T* ue, Ὁ), (T* ulr, )),dzde 
(T* u(r, 22, (I ulr, -)),ἀχὰτ 
+2f |, ὄντι YT uC, -)λιἀτὰς 

ον R^ 


2| |. z G, JU ute, arie (10. 2. 65) 


其 中 
δ, - 3 


i, 1Ξ1 


{ (Γ᾽, (v. Dv)u, ) =b (v, Dor Urr ) 
Hby Cos DoXT* wuss — T u),,2) 


2 
+22> (^ (αμ Co, Dudu, ) — ao (o, DT" we ) 


j=1 


+aoj(o, DT aa — Q* 0, 2), (10. 2. 66) 


Z, —I*'F(w Dv) + >) B,I'F(, Do, D, Du), (10.2.67) 


μιςιε|-ι 
WiFCo. Dv, D, Du) Hi (10. 2. 12) 给 出 ,Bi 为 某 些 常数 . 
用 类 似 于 证 明 (10. 2. 64) 式 的 方式 ,就 可 得 到 


up. | Du(t. 2) | r. 5, 2 < Cle--v R(E, T) CE + Ds, +(u))). (10. 2. 68) 


合并 (10. 2. 52), (10. 2. 64) & C10. 2. 68) 式 ,就 得 到 所 要 证 明 的 (10. 2. 21) 
式 . 引 理 2. 5 证 毕 . 
类 似 于 第 九 章 之 8 2.4, 可 以 证 明 引 理 2. 6. RR. 


$3. Cauchy 问题 (10. 1. 14)-(10. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨 
度 的 下 界 估 计 ( & 2 的 情形 ) 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 二 维 情形 的 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
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(10. 1. 14)-(10. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,证 明 在 a 二 2 时 由 (10. 1. 11) 的 前 一 
式 及 在 a 宇 3 时 由 (10. 1. 12) 式 所 示 的 下 界 估计 ,而 由 (10. 1. 11) 的 最 后 一 式 所 
示 的 下 界 估 计 将 在 3 4 中 证 明 . 为 了 简化 叙述 ,下 面 我 们 着 重 指出 与 32 的 证 明 
中 有 所 不 同 之 处 , 且 显 然 只 需 考察 a — 2 É a = 3 这 二 种 情况 . 


3.1. 度量 空间 Xs ,, r 主要 结果 


对 任何 给 定 的 整数 S > 6. FERT E BJ Sk EC E) & TO < T <+ e°), 
4318 (10. 2. 2) 式 引入 函数 集合 Xs. p r ABR 
2 


Ds r(v) = >, sup | D oG, 2l, s; -Ds τῶ), 00.3. D 


其 中 , 当 c 王 2 及 3 时 , 取 


X -ᾱ- 
Ds. τ(υ) = Sup l+ D G: ma) | υ(. 2 | T. S, 2. X 


+ sup (1 598798 E N κ.κωσ χα (10. 3. 2) 
SEA 1 γι 2 
而 WEA |0 20 | |z| 过 一 | 的 特征 函数 , χι 一 1— m. 
容易 证 明 
引 理 3. 1 E Xs. κ. T 上 引入 如 下 的 度量 : 


po, v) = Ds 4(v—7), V v, σε Xs gz. Ts (10. 3. 3) 


2e > 0 适当 小 时 ,Xs. £. 7 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 
引 理 3.2 3 S226 Mr, HERR € o € Xs z. r: 成 立 


lott D [x [S]a «ΟΕΕ τν Vr € [0, T], (10.3.4) 
| (Do, DA, 2 ll [sa SCEO HNT, Vt € 0, T], 
(10, 3, 5) 


其 中 C 为 一 个 正常 数 . 
证 ”注意 到 S 宇 6, 由 第 三 章 的 (3. 4. 30) 式 ,并 注意 到 Xs sz 的 定义 ,类 似 
于 (10. 2. 7) ,就 立刻 得 到 (10. 3. 5) 式 . 


仍 由 第 三 章 的 (3.4. 30) 式 (在 其 中 取 n = 2. p — 1+e=, N= ΠΣ 1 ,而 


s= 1) ,注意 到 55: 6, TE a — 2 及 3 时 就 有 
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Doles D Iln, CS Ji S< C1 H-07 | ve, Ὁ [τοι μα. (10. 8. ϐ) 
而 


| vt. 2) | ΓΤ. 5-1. ἵνα = | v(t, 2) | T. 5-1, Ί μα, Xj T | ult, -) | T. 5-1. 11α. X; * 


(10. 3. 7) 


其 中 尺 为 集合 [0 Ὁ] | z Ic LÁ) tto m s = 1— X. 


利用 第 三 章 的 (3. 4. 13) 式 (在 其 中 取 n==2, p—2, q= ]--α. N= S— 1, 
Π s= 1). 就 得 到 


ο ο Μο ο ο [| s ax 
(10. 8. 8) 
而 利用 球面 上 的 Sobolev 嵌入 定理 (第 三 章 定理 2. 1 25 1’, rh n —2. p= 2, 
5 二 1), 对 a 二 2, 3 易 见 有 

| By Ds ea a S E ot ss τμ. aa (10. 3. 9) 

这 样 ,利用 (10. 3. 8) 及 (10. 3. 9) 式 ,由 (10. 3. 6) 式 并 注意 到 (10. 3. 2) 式 ,就 有 

上 
ο vt 

« CEQ 4-271, (10. 3. 10) 


这 就 证 明了 (10. 3. 45 XX. 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 3.1 3E5n—22a22. 在 假设 (10.1.5)-(10.1.6) 及 (10.1.17)- 
(10. 1. 21) 下 ,对 任何 给 定 的 整数 S> 6, 存在 正常 数 6 A C, 1ξ C < Ευ 
且 对 任何 给 定 的 eE€ (0, εὐ], 存在 一 个 正 数 T(e), 使 Cauchy 问题 
(10.1.14)-(10.1.15)[0, Τ(ε) ] 上 存在 唯一 的 经 典 解 uE€ Xs. c... re， 而 
TETRA 


be^ —1, a—2, 
Τ(ε) = (10. 3. 115 
+ eo, a= 3, 


其 中 已 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . 此 外 ,在 必要 时 修改 对 上 在 区 间 L0，T(e) ] 的 一 
个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 (10. 2. 9)-(10. 2. 11) 式 . 
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3.2. 定理 3. 1 的 证 明 框 架 一 一 整体 迭代 法 


类 似 于 8 2.2, 下 面 的 两 个 引 理 是 证 明定 理 3. 1 的 关键 . 
引 理 3.3 在 定理 3.1 的 假设 下 ,对 a 二 2 及 3, 当 忆 汪 0 适当 小 时 ,对 任何 
给 定 的 UE Xs z. r: ú = Mu 满足 


Ds 40 € C; (e - CR 4- /RYCE 4- Ds, τὴ, (10. 3. 12) 
其 中 C, 是 一 个 正常 数 ,而 
def. 2 : 一 
R = R(E, ωρα y deeds (10. 3. 13) 
ji ag =R 
5118 3.4 在 引 理 3. 3 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 如， UC Xs E. TUE u EX Μου 
Au =Mo itu. U E Xs τν MJ k. 3 
D; 1 =T = C,Q -/ROCDs rlu —u) --Ds 4. 4(0 T) 
(10. 3. 14) 


其 中 Cs X — Aude R — RE, T) 仍 由 (10. 3. 12 AE X. 
3.3. 5|38 3. 3 及 引 理 3. 4 的 证 明 


首先 估计 Ds, ra). 
由 (10. 2. 122- (10. 2. 13), 对 a 二 2 X 3, 利用 第 四 章 推 论 5. 3 
1 1 1 1 


(EHn = 2, p— 1 γαι N— $,5— M ag τα) ἈΠῈ 


-- 027 | ut. 2 | D. S. 1e. 2. X» 
<Cfe+f CI Fco, Do, D, Ρως, 2 ls sin 
O4 07692 | FG; Dv, D, Ῥα)ίτ, 3 | i s is dt] 
(10. 3. 15) 


其 中 


L 1,1/1, 3 y&1 
y 2 z T rasa 


2 1 十 wa 
注意 到 (10. 3. 16) 式 ,利用 第 五 章 关 于 乘积 图 数 及 复合 函数 的 估计 式 , 我 们 有 


(10. 3. 16) 
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|| Flo, Dv, D, Du)(z, 2 ll s κε 
Οἱ || Cv. Du)(z, Ὁ Vr [3]. 0.3 ll Co» Dos D, Dur, 20 so 
+ || D, Dult, 2 ll, [5]. n. | (υ, Βυλίτ, 2 || τ. , [3 J- H. αι 


| Co, Does sx) (10.3.17) 


再 利用 第 三 章 推论 4.12 2° (在 其 中 取 = 2, N = EI βξ δν a= H, m 


—1). 并 注意 到 Xs. r. 71 的 定义 , 易 知 由 上 式 有 


|| Fw, Dv, D, Dur, -) | 


T5. Y. X 
< C 4-078258 || Go, Doles ὁ lisan 
£ | (v, Dv, D, Du)(z, 5) | T, S. 2. χι 

« GG τε) a EE-D ra). (10. 3. 18) 

此 外 ,注意 到 引 理 3. 2 并 利用 Holder 不 等 式 , 由 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复 

合 函 数 的 估计 式 , 易 见 为 估计 | Feo, Do, D, Du)(r，.) || sis 1 HEER 
需 估 计 v, (Do), wDDx 及 (Dao)"D. Du 的 相应 范 数 . 

首先 ,由 第 五 章 关 于 乘积 函数 的 估计 式 , 利 用 球面 上 的 Sobolev ΗΚ À E 38 


( 见 第 三 章 定理 2. 1 之 1", 在 其 中 取 ) = 2, p = 2, B s> i) 并 注意 到 
(10. 3. 2) 式 ,我 们 有 


Lac: 


— C | v(t, -) | 5 Š Ει Hae, 55. Xo | υ(τ, 2) | T. 5. lHa. 2. X; 


< C || «te, - TM 
«οι τος, (10. 5. 19) 
其 次 , 由 球面 上 的 Sobolev ik À XE XE. 并 利用 第 三 章 推论 4.4 
(在 其 中 取 N = EI n—2, p= 2,ifij s> 1), 再 注意 到 (10. 3. 1) 式 ,就 有 


1, ἐν ὅν Αὐ 


« C || Bo(=, +) | n ds n FT J || = 31.2 | Dvlr, 20 s 
« CO4-977 | Det, 2 | = , 
s C077 'E™, (10. 3. 20) 
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次 ,由 第 五 章 关 于 乘积 函数 的 估计 式 , 易 见 有 
|| v D, Du(z, +) | Dy 5. 1. 2, χο 


Οἱ | υίτ, -) | η [5 ]» 2a, 59. x | D, Du (z, :) | D, 5, 2 
+ lotr 9 lE ES], as οι ID. Dutts 2 la 5 μάν 


2r 5I. (10. 3. 21) 
利用 显然 的 估计 式 
A es) < 1712 1712 
易 知 有 
| υ(τ, :) E PET 
< Ives 2 EST | oC, D MES] ua =n (10. 3. 22) 


利用 第 三 章 推论 4.4 (在 其 中 取 n 一 2, N— | 2]. pm 3e 1). 4 


| υ(τ, :) || 5, [1]. «C HoT || υ(τ. «) | r. [S Ja, nta, 
(10. 3, 23) 
再 注意 到 Ls” (R°) C L'* CR 为 连续 嵌入 ,就 有 


lC, De p. SSCO-E D | ars D [πι [S]a a t 
(10. 3. 24) 


而 利用 球面 上 的 Sobolev ΗΚ A XE PE CULTE ΧΕ 2. 1 Z 1°, dERCHPHOR = 2. 
$—25mÁ]]s- 1 就 有 


| υ(τ, 2 [r [5] uo < C || v 2 [νι [5302 e ες t 
(10.3. 25) 
这 样 ,由 (10. 3. 22) 式 并 注意 到 Xs.e.zr 的 定义 ,就 易 得 
ΩΩ ze, x 
« CQ 4-076) | wr, -) | T. 5. Ha, 2, Χο 
< CQ + DE. (10. 3, 26) 
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类 似 地 ,有 
| υ(τ., | E87. tta on [| uta s n iim d 


1 1 


= ë 
εσεις Gc x. (10, 3. 27) 
此 外 ,利用 显然 的 估计 式 


Ενω (fir) =] 


2 


ML ol 
a— He αΠ Ha 
Fair err, 


有 


| D, Ρκίτ. .) | Γ. [i]. Ha, co 


< || D, Du (z, -) || E]. | D. Dutr, -) || με]... (10. 3. 28) 
- S 
ο ο ο 一 2, N= | T p 一 2, 而 s 一 2), 有 


| D, Due, 2 [| p], < CQ +> < || D, Dae, 2 | 


T.8,2? 
(10. 3. 29) 
而 利用 球面 上 的 Sobolev 能 入 定理 ,有 
| D, Du(z, :} || p, [E]. 2 =G || Εως -Y lns (103.20) 


于 是 ,由 (10. 3. 28) 式 并 注意 到 (10. 3. 1) 式 ,可 得 
| D, Duce. 2 ll 3], Ü < CO +> 92 D, r). 
(10. 8, 31) 
将 (10. 3. 26)-(10. 3. 27) R (10. 3. 31) 代 入 (10. 3. 21) 式 ,并 注意 到 Xs, r. LAE 
义 , 就 得 到 
lv D, Dule, ) isis% < CQ ++) EDs rlu). (10. 3. 32) 
最 后 ,我 们 有 
l- D. Dute: 25512 
«c| | Doe, 9 || [5]...- | Doe, 9 lI πο. 
+ | Dule, 2 πο πο. [bas]: 
(10. 8, 33) 
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由 第 三 章 推 沦 4.4 (在 其 中 取 ” 一 2, N- |2 | p 一 2, 而 s 一 2), 有 


| Do(z, 2 ll [3]... SCA HDT || Dule, 2 νε. (10.3.34) 
而 由 球面 上 的 Sobolev 嵌入 定理 ,有 
| Ώυ(τ, > || i [3].2 < C | Doutra 3155.5 (10. 3. 35) 
及 对 || D, Dur, 2 | p, 51.2. 的 类 似 的 估计 . 于 是 ,由 (10. 3. 33) 式 就 得 到 
| boy D, Duten lp suu SOLFO TE Ds, £G2. 
(10. 3. 36) 
这 样 ,利用 (10. 3. 19)- (10. 3. 20) , (10. 3. 32) (10, 3. 36) 式 ,就 得 到 
| FC, Dv, D, Du), 2 |. s 2. 
« C -- 077 EE-F D. 40). (10. 3. 37) 
将 (10. 3. 18) & C10. 3. 37) 式 代入 (10. 3. 15) 式 ,最 终 就 得 到 
(IL ΕΣ jat D νε. 


« Cle -- d -- 0798. E*CE-- Ds, 50), (10. 3. 38) 
从 而 在 a = 2 及 3 时 , 注意 到 (10. 3. 13) 式 ,有 


(I+ DT ult 3 Dogs ta an 
< C(se--RCGE, T)(E Ds, (Ww) ). (10. 3. 39) 
这 完成 了 对 Ὡς 4G0 中 第 二 项 的 估计 . 
现在 来 估计 Ds rO 中 的 第 一 项 . 


由 第 四 章 推论 5. 1 中 的 (4. 5. 18) 式 (在 其 中 取 N = S, a= + pria 
š 1 G 3 , 1 μα 
ER. Ίσα σα)" HAT 


ο οσο -- 
«cie ( | F(v, Dv, D .Du)(z, ) | T. S. q. Xj 
0 


O4 07679) || FG Du, D, Dult, Ὁ) ls sa a) de). (10.3.40) 
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上 式 右 端 积分 中 第 二 项 的 估计 已 见 (10. 3. 37) 式 , 剩 下 来 只 需 估计 其 中 的 第 
一 项 . 


注意 到 引 理 3. 2 并 利用 Holder 不 等 式 , 由 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复合 函数 
的 估计 式 , 易 见 


| FC. Dos D, Datry 2p s, 
«Οἱ lv, Do) (e, 5) [1 p]. ll Cos Dos D; Dies 2 ls saan 
+ || D, Due, 2 ls [3.5 ll (ων Does 2 | E81. 
«ζω, Ρος, 2 saa ^ (10. 3. 41) 
C L 


: ΣΕ WUE. 再 利用 第 三 章 推论 4 1 2 2° (EPR n = 2. 


s -z] p=2,q= Li s = 1) , 并 注意 到 Xs. r 7 之 定义 ,类 似 于 (10. 3. 18) 


| Feo, Dv, D, Du)(z, 2 lp sun 


SCIA || co, DoX( 2 12 55. 
: || Co, Dv, D; Du)(0 2 | L s. ε.α 


=< οι. ΠΕ (Ες D, 1G). (10. 3. 42) 


将 (10. 3. 37) 式 及 (10. 3. 42) 式 代入 (10. 3. 40) 式 ,并 注意 到 cc = 2 31 
R(E, 本 ) 的 定义 (10. 3. 13) 式 ,就 立刻 可 得 


Cha Eno | ult, 1) | Τ..5. 2.3 


= Cl(e4- RCE, Ὦ(Ε-- Ds, rah. (10. 3. 43) 
合并 (10. 3. 39) É (10. 3. 43) 式 ,就 得 到 
D, τι) =< Cte-+ RCE, ΤΟ(Ε -- Ds. τ(ι))). (10. 3.44) 


下 面 估计 Ge, D'u) G, 2] 555; 
我 们 仍 有 (10. 2. 532- (10. 2. 55) 式 .在 “一 2 及 3 时 ,由 引 理 3. 2 并 注意 到 


(10. 3. 13) 式 , 易 见 有 
| | là | ll ls | III | C | (v, Dv, D°) (z, -) || 152, dr * Dš. +G) 


< 
< CRIE; DD τι). (10. 3. 45) 
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现在 估计 G, Bg L^ 范 数 . 
类 似 于 (10. 2. 57) 式 ,由 引 理 3. 2, 有 
| 5; Co» DT Duss, — (T* Du), , ) (z, 2 || ναό 
== || b; Go. Doe, d αν | Pues :} ya 
« CQ +> E! D. 4G). (10. 3. 46) 
又 由 第 五 章 关 于 乘积 函数 的 估计 式 (5. 1. 19) 式 ,并 利用 第 三 章 中 的 (3. 4. 30) 式 


(在 其 中 取 NN 一 [3], p — 2, ο 


| (T* DG; (o, Dousa ) — b; Co, DOT! Dusa ) (z, 2 | ong, 


< CÍ | Db; (o, Dodie, 2 |>. s, | Dius 2 No, [5]... 
+ || Dule, 9 ll s s a |b; Cos Du) (z, | [5]... 
«οἱ Qc | Dh; Co, Do) s 2 ll p ο. 
+ |b; (o, DX 2 e [S.a llD'uCrs D lo. (10. 8. 47) 
由 引 理 3. 2 , 易 知 


| 5; Co, Do) Ce 2 | p5],. CO cO +E. (10. 3. 48) 


此 外 ,利用 引 理 3. 2, 由 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 易 知 有 
| Db; C, Dv) (Cr, 2 l p s 


«οἱ lC, Ρο, D'o Cc, Ὁ ls r3... Do, D'o Gr, 2 ls, 
+ || (o, Dv, D°) (z, -) [ n [E] e χι | oc. | T. 5. 2. X 
+ || €x Dos Dia, 2 S RT aa a lit lanana 
(10. 3. 49) 
^ lz p 
其 中 χι 为 集合 [α, Ὁ | z 1727 ] 的 特征 函数 ,而 一 1— x. 
利用 显然 的 估计 式 


ΜΗ < Ifl DEM Be 
类 似 于 (10. 3. 26) 式 之 证 明 ,并 注意 到 Xs,e r 之 定义 ,有 


| v(r, 2 | T. C]. 2(1-ka), eo, χο 


H + 
< llv, D rs... llo 2 LR TS], re 2 
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« CI J4-0798 | vCrs Ns μα εν 
< C( +) zt E, (10. 3. 50) 
同时 ,类 似 于 (10. 3. 31) 式 的 证 明 , 并 注意 到 Xs,e.zr 的 定义 ,同样 有 
| (Do, Do) (z, 2 || y. 31.2029. = 
< || (Do, D°) (z, -) | ΕΓ]. ~ || (Dv, Dv, > | FEJ. " 
< C + 07999 || (Du, Dv. 2 | s; 
< CQ + r) TSE, (10. 3. 51) 
这 样 , 利 用 引 理 3. 2 并 注意 到 Xs.e.zr 的 定义 ,由 (10. 3. 49) 式 就 可 得 到 
| Db, Cv, Do) (z, 2 li s. 
«CO 07. E497 39 με” 
«Ca o7 Go E, (10. 3. 52) 
将 (10. 3. 48) (10. 3. 52 & A C10. 3. 47) 式 ,并 利用 第 三 章 中 的 (3. 4. 300 s 


(在 其 中 取 NN = ΕΙ p=2, s= 2). 就 得 到 


|C D Cb; Cv, Dv)u,, ) — b Co. Dv)T* Du,, (t, 2 || gg, 
«οἱ 07$ (-E 0777 4 0 24-073 E Ds, +G) 
« CO --0738E* D, 4G). (10. 8. 53) 


合并 (10. 3. 46 & (10. 3. 53) 式 ,并 利用 (10. 2. 54) 式 中 相应 于 aoj Co, Dv) 项 
的 类 似 的 估计 式 , 就 得 到 


a 


| Οι(τ. 2 [ing S< COT 7E Ds γίω), (10, 3. 54) 
从 而 注意 到 (10. 3.13) 式 ,在 a 二 2 及 3 时 就 有 
| IV |= CRCE, T5 Dš τίω. (10. 3. 55) 
类 似 地 ,可 估计 | gi Ces 2 Duos AE a = 2 3 ΗΗ 
| V |<& CRCE, T)CE-- Da +G Ds s. (10. 3. 56) 


利用 (10. 3. 45) € (10. 3. 552-10. 3. 56) 式 ,由 (10. 2. 53) 式 就 容易 得 到 


sup | D'utt, -) || r s.a < Cle RC, TE + Ds, +G2)). 
(10. 3. 57) 
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再 由 (10. 2. 65)-(10. 2. 67) 式 ,用 类 似 的 方式 可 得 
sup, || Dult, 9 |; s; < Cle +/R(E, TXE + Ds, τ(ω))). 
(10. 3. 58) 


合并 (10. 3. 44) (10. 3. 57)-(10. 3. 58) 式 ,就 得 到 所 要 证 明 的 (10. 3. 12) 
式 . 引 理 3. 3 证 毕 . 
引 理 3. 4 可 类 似 证 明 ER. 


$4. Cauchy 问题 (10. 1. 14)-(10. 1. 1S ) 的 经 典 解 的 生命 跨 
度 的 下 界 估计 ( & = 1 及 2 的 情形 ) (28) 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 二 维 情形 的 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
(10. 1. 14)-(10. 1. 15) 的 经 典 解 的 生命 跨度 ,证 明 在 a = 1 时 由 (10. 1.9) 的 最 后 
一 式 及 在 wx 一 2 时 由 (10.1.11) 的 最 后 一 式 所 示 的 下 界 估计 . 此 时 ,对 Fu, Du) 
所 加 的 条 件 分 别 由 (10. 1. 22) C10. 1. 23) 式 所 示 , 亦 可 统一 地 写 为 : 在 < 一 1 及 
2 时 成 立 

ət F(0, 0) = = = F(0, 0) = 0. (10.4.1) 

为 了 简化 叙述 ,下 面 我 们 着 重 指出 与 $ 2- 3 证 明 中 有 所 不 同 之 处 . 
4.1. 度量 空间 X, pr 主要 结果 


对 任何 给 定 的 整数 5 8, 任何 给 定 的 实数 E E KTO 0), 仍 由 
(10. 2. 2) 式 引入 函数 集合 Xs. e 7, 但 其 中 


Ds. τυ) = 5j Sup | D' vl, 2 | rss Dare (0.4.2) 


i=1 
而 
D, 4G) ES ,Sup CQ +)? οι, -) | r. [° Ju = + sup (1 +) ° | oC. -) || —À 
(10. 4. 3) 
容易 证 明 
pU, ο) = Ds 1(v—7), V trt Me (10.4.4) 
ž e> 0 3£ 3. Bb Xs. ,7 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 
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| Go, Do, Dr, ) |= [sJ s SCEA HO, V € Eo, T]. 
(10. 4. 5) 


以 Xs F ri Xs ez 的 一 个 子 集 , 它 由 Xs. , r PAHEMAN € [o, T]. 
对 变量 z 的 支 集 不 超过 {z || x |< tr p) 的 一 切 元 素 组 成 ,而 。 0 为 出 现在 
(10. 1.6) 中 之 常数 . 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 4.1 iEn—2HBHa— 1/A 2, 在 假设 (10.1.5)-(10.1.6) 及 (10.1.17)- 
(10. 1. 21) 下 ,进一步 假设 (10. 1. 22)-(10. 1.23)( 即 (10. 4.1)) 成 立 , 对 任何 给 定 
的 整数 S 宇 8, 存在 正常 数 6 及 C, (μεις E, , 且 对 任何 给 定 的 sE (0, ερ], 
存在 一 个 正 数 T(s) ,使 Cauchy 问题 (10. 1. 14)-(10. 1.15) 在 [0, T(e)] 上 存在 
唯一 的 经 典 解 a € X. c. no 而 T(e) 可 取 为 


1 δε ? — 1, a=], 
T(e) = (10. 4. 6) 
exp{ae ^) —1, a=2, 

XP a 5 b 为 可 能 依赖 于 6p、 但 与 e 无 关 的 正常 数 , 此 外 ,在 必要 时 修改 对 1 在 区 
间 [0，T(e)] 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 (10. 2. 9)-(10. 2. 11) 式 .. 

4.2. 定理 4.1 的 证 明 框 架 SEE IE 


类 似 于 $ 2.2, 下 面 的 两 个 引 理 是 证 明定 理 4. 1 的 关键 . 
引 理 4.3 在 定理 4. 1 的 假设 下 , 当 羽 泊 0 适 当 小 时 ,对 任何 绘 定 的 vE 
Xs E ms u = Mv 满足 


Ds ra C les GO RS VRXEJ-D, GO. — 00.4 7) 
其 中 C, 是 一 个 正常 数 , 而 


«ΕΚ ΤΥ, α-- 1: 


R=R(E, T)=| | (10. 4. 8) 
E'I(1--T), α-- 2, 


引 理 4.4 在 引 理 4.3 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 万 , σε X. z. r. δα Mv 


Ds i r@— T) 过 CR -- R -- /R)GDg 4, 47 — 8) 4- Dg 4, τς — 900, 
(10. 4. 9) 
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其 中 C, 是 一 个 正常 数 , 而 尺 二 RE, T) 仍 由 (10.4.8) 式 定义 . 
4.3. 引 理 4. 3 及 引 理 4. 4 的 证 明 


下 面 只 给 出 引 理 4. 3 的 证 明 要 点 , 引 理 4. 4 的 证 明 类 似 . 
首先 估计 Ds, τῶ). 
为 此 先 估计 lut Ὁ lln sz 
注意 到 
b; Co, Do)u, , 
= bjw, O)u,, + (by Co, Dv) — bj Qv, 0)u,, 
Ob; Co. 0) 


1 


-一 s (v, Ous, ) Em 
+ (5j m). Dv) — bij (v, 0)u,., 


K 
Ε(υ. Dv) = F(v, 0) (F(o, Dv) — FCv, 0)) 
= F(v, 0) 十 天 Cu， Dv)Dv 
= Ε(υ. 0) + FCo, 0)Dv + CFCo, Dv) — Ε(ω. 0)) Dv 
2 
= Ε(υ. 0) + Σ) F; Go. 008, v + CCo, Do) — Fw., 0))Dv 


i-0 
2 
= F(v, 0) + 518, G;Go, 0) + (Fw, Dv) — Fv, 0))Dv, 
i=0 
ἩπμΏ,(υ. 0) JF, (o, 0) 的 原 函 数 ( — 0. 1. 2), 并 利用 (10.1. 18)-C10. 1. 19) 
式 及 附加 的 假设 (10. 4. D ,就 可 将 由 (10. 2. 12) 式 定义 的 Fl(v, Dv, D, Du) W 
写成 
Fw, Dv, D, Du) = So G.Co, Du) 十 ki Αν Gv, u, 
ic i. j=0 diii 
十 B, (ο. Do)u, u, , 十 S C; Go, Dv)v, v, 
i. j+ m = 0 Ἐπ ἓν j=0 κ 


)tmzl 


T FG), (10. 4. 10) 
其 中 在 原点 的 一 邻 域 中 有 


def. 
FC) —F(v, 0) = O(| υ |"), (10.4.11) 
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GO 一 OCX 一 0,1, 2; à= (w, Du), (10.4.12) 
B G;Cv, Du)Gi = 0, 1, 2) 关于 Du 为 仿 射 的 ， 
As e OG u [7135 ἐν $m Ly Bs (10. 4. 13) 
而 
B; (Q) G0) = Οἵ] 2 y djs m e 0, ls δι 4 — (o, Dv). 
(10. 4. 14) 
这 样 ,Cauchy 问题 (10. 1. 14-010. 1. 15) {ΠΕ u = Mo 可 写 为 
u = u, d- us d- us. (10. 4. 15) 
其 中 u 是 方程 
2 
= >ə G,Co, Du) (10. 4. 16) 
具 零 初始 条 件 的 解 ,ze 是 方程 
Ou, = Qw, Dv, Du. D, Du) (10. 4, 17) 
ΗΠ u 同样 初 值 (10. 1. 15) 的 解 ,其 中 
Qw, Dv, Du. D, Du) 
= > A; Coo, u, + E B, Co, Dv)v, Js 
i miss 
-- $ C; Co, Dv)v, (ia (10. 4. 18) 
ijo 
而 us 是 方程 
Ou, = Fw) (10. 4. 19) 
具 零 初始 条 件 的 解 . 
此 外 , 易 知 ww 可 写 为 
u = >a 元 ; 十 元 ， (10. 4. 20) 
其 中 , xF; = 0, 1, 2, 元 是 方程 
Γ]α, = G,Cu, Du) (10. 4. 21) 
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有 具 零 初始 条 件 的 解 , 而 元 是 方程 


πι - 0 (10. 4. 22) 


具 相应 非 零 初始 条 件 (其 量 级 由 ε 控制 ) 的 解 . 
由 第 四 章 定 理 3. 1 之 工 ,并 注意 到 第 三 章 引 理 1. 5, 易 见 


| T e) |l psa SC ν]η(2--0. (10. 4. 23) 


由 波动 方程 的 能 量 估计 式 ( 见 第 四 章 引 理 5. 2) 及 第 三 章 引 理 1. 5, 并 注意 到 
(10.4. 12) 式 ,有 


| Du, C, 9) | Γ. 5.2 «ce | G, Go, Du)(r, .) | "GT a 0, is 2. 
(10. 4. 24) 
这 样 ,由 (10. 4. 20) 式 可 得 


ο ο πας + >) | 


i=0 * ( 


Y 


| G;Co, Dur, 2 [ες dr). 
(10. 4. 25) 
注意 到 引 理 4. 2, 由 第 五 章 关于 复合 函数 的 估计 式 , 有 


2 
ΕΣ | G; Co. Du) (z, -) | Τ. 9, 2 


i=0 
« C[ Iute, INE ps,» Cv, Dio Ces 2 Nr.s., 
+ lo 2 NTs. ll Dut Ns rsj. ls 2 linse) 
(10. 4. 26) 


由 第 三 章 推论 4. 4 (tika — 2, N= [2 |, p= 2, s — 2), 并 注意 到 
Xs. z, T HAE XL 
| Due, 2 ll [3], SCAO | Dues 2 ll ss 
« CAHD? D, 4G). (10. 4. 27) 
再 利用 引 理 4. 2, 并 注意 到 Xs. e 7 的 定义 ,由 (10. 4. 26) 式 就 可 得 到 


2 


>; || Gw, Du), 2 li s; 


i=0 


« CE" (2-2) (EG -- 07 -- D, 205), (10. 4. 28) 
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从 而 ,注意 到 (10. 4. 8) 式 , 易 知 


>| | Ĝ w, Du)(z, «) || ο νὰτ 


i-9* 0 


< CO-- D RCE, T5 (E D. 4G), (10. 4, 29) 
再 由 (10. 4. 25) 式 就 得 到 
[ων 2 ls; CHO HRE, DE Ds τ(ι))). 
(10. 4. 30) 
1 
根据 第 四 章 推论 5. 1 中 之 (4. 5. 18) 式 【在 其 中 取 N = S, o = — fi q tH 


1 era, Š 
q 2 5 
| (ἐν .) | P. S, ἃ 
«cao [e ( | Qw, Do, Dus D, Du) lr, 2 || p s ix 
0 
+Q +> š /θ(ω, Do, Du, D, Du)(z, 3| s, s κάτ]. (10. 4. 51) 


利用 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 并 注意 到 (10. 4. 13), 可 估计 
| Αγ (vv, u, (τ. 2 | rs τι χι" 
事实 上 ,在 a 一 1 时 ,有 
| A; (Vv u, (T, «ἃ ἐν s.s. 


= Οἱ | Ρυίτ, -) | r. [3].s. χι | Dur, -) || Γ. 5. 2 


H Dole Y |a aa |Dste, Dlupspan]s (10.4.32) 


MARZE π.μ ο 


2 
1). 就 有 

| Doc, 2 1 [33.5 « CG +m + || DeC, 2 [us s (10. 4. 33) 
及 对 Du 的 类 似 估计 式 , 再 注意 到 X. e 7 的 定义 ,由 (10. 4. 32) 式 可 得 

| 人 (om (τ, Ὁ || s s. CO D EDs, ru). (10.4.34) 
而 在 a 二 2 时 ,有 
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| Ay CO vu. (τ. 2 [τις s.n 
« C| |υρυίτ, Hs, [37.5 | Dute νο. 
+ [υΡυΐτ, 2 ls sz | Dules 2 e [ο]. κ) 
«C( | .6., 2 |, p. | Dotes 2 ls p, ll Dues Din 
+ oDvr, 2 ls s s | Μο. (10. 4, 35) 
由 第 五 章 引 理 1. 4 中 之 (5. 1. 31) 式 ,可 得 


| υΏυί(τ. -) | E. S. Š 
καὶ Iste ln prs I Dute Ins 


+ || Dates | κο. || Dotts 2 || x, fia, als (10. 4. 36) 


其 中 C, 是 一 个 依赖 于 Pp[ 见 (10. 1.6) 式 ] 的 正常 数 . 这 样 ,由 引 理 4. 2. (10. 4. 33) 
式 及 对 Du 类 似 的 估计 式 , 再 注意 到 Xs. .7 的 定义 ,由 (10. 4. 35) CIO. 4. 36) 88 
可 得 到 
| A; (vv us, (z, -) | nsi € Ca +07 E Ds. rlu). 
(10, 4. 37) 
合并 (10. 4. 342 & (10. 4. 3D. E a = 1 及 2 时 ,可 统一 地 写 为 
l| Αρ (ολο, ας (τ. 2 ls ty SCUOTE Ds rlu). 
(10. 4. 38) 


类 似 地 ,利用 第 五 章 关于 复合 函数 的 合计 式 , 并 注意 到 (10. 4. 14) 式 ,可 佑 计 

| Bj, Cv, Dv)v,u,, (τ, > || τ. S, Ë, χι K || C; Go, Dv)v, v, τ 5) fg S, Ἐν X ,并 
在 a 二 1 及 2 时 得 到 

| B 


(v, Dv)v,u,, Ct, 9) | r. 5. 5, χι 


ijm 


« CO 4-077 3 ED, 4G) (10. 4. 39) 


| ὄνων, Dv)w, v, (τ, 2 ll s 5. S CG ΓΣ get, 
(10, 4, 40) 


合并 (10. 4. 38)- (10. 4. 40) 式 ,我 们 就 得 到 
| Ω(υ. Do, Du. D, Du)(z, - || p, 5.2.3, 
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«CO 073 ENCE Ds. HG). (10. 4. 41) 


先 利 用 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 并 注意 到 (10.4 13) 式 ,来 估计 
| Â; us u, (esj IM 
在 “一 1 时 ,利用 球面 上 的 Sobolev 嵌入 定理 ( 见 第 三 章 定 理 2.1 之 1 ,在 其 
HE n = 2, p= 2, 而 s 二 1), 并 注意 到 Xs er 的 定义 ,就 有 
| Åy (GU) v, u, (τ. -) utm 


«Οἱ | Dotes 2 ls al Date, 2 [a TS] san 
+ | Do(z, 2 | D. [3].z. e. Χο | Du(z, B | Γ. εἰ, 
«Οἱ | Dott: Hs, sa | Ὀμίτ. 2 [s [310.2 


+ | Dv(r, ) | P. [3 ja. 2 | Du(z, .) | 8a] 


Its ἢ usa lDutrs ἡ aas 
< ED. stu). (10. 4. 42) 
而 在 Q 一 2 时 ,有 


| Α, (U)V, u, (τα 2 | T. 5.1. 2. Xo 


«Οἱ | υὈυίτ, 2 |x. s a | Dules 2 [νι [21:2 x 
Ου ll DuCes 2 M s.s] 
«οἱ | vDv(r, .) [ Τ. 5. 2 | Du(z, :) | r. [3].z. oo, Xo 


+ lt, 2 ls ps3, ll DoCrs 2 |. Ds) aa ll Durs lss 中 
(10. 4, 43) 
再 利用 球面 上 的 Sobolev 不 等 式 及 引 理 4. 2 ,并 注意 到 (10. 4. 36) 式 及 Xs. LS] 
定义 ,就 可 得 到 
| Àj; GOwu, (τ, Ὁ |a aa COD E Ds rtu) 
(10. 4. 44) 
合并 (10. 4. 422 (10. 4. 44) 式 ,在 < 王 1 及 2 时 ,可 统一 地 写 为 
| Αν(ωυ,α, (τ. D | r,s 12 <C) E Dg +G). 
(10. 4. 45) 


类 似 地 ,可 以 得 到 
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EN EC ssa « CQ 4-077 ED, 4G) 


(10. 4. 46) 


ol 


| G; Go, Doduo, (τ, 2 [γκι κ CI+ 07? E. 
(10. 4. 47) 
合并 (10. 4. 45)-(10. 4. 47) 式 ,就 得 到 
l QC; Dos Du. D, Duy Ge, 21551.5,2, 
και ΣΕ(Ε Ες 20). (10. 4. 48) 
将 (10. 4. 412 & C10. 4. 48 [CA (10. 4. 31) 式 ,并 注意 到 (10. 4. 8) 式 ,就 可 
得 到 
aG, 2 μοι CO --D2 (ERO, ΤΟ(Ε-Ε sn 
(10, 4. 49) 


再 由 第 四 章 推论 5.1 之 2 (在 其 中 取 NN 一 S, o 二 地 ,而 g c). 由 


(10. 4. 19) 式 即 可 得 
σον ο ο [ CIF GO Gs Ὁ M ss 
1 : 
BO P des nd (10.4.50) 
注意 到 (10. 4. 11) 式 ,由 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 并 利用 引 理 4. 2, 对 
成 立 的 类 似 于 (10. 4. 33) 的 估计 式 及 Xs. e, LIAE X EO = 1 K oa — 2 HE 
| Ε(υ)(τ, «) [γιο ox, «Cl vt, 2 lE ET | vC 2 ls [S]... 
u | v(r, 2) | T. 5. 2 
CI TH peh, (10.4. 51) 
同时 ,再 利用 球面 上 的 Sobolev 估计 式 , 有 
| FECoCr，) || T. S. 1. 2, χο 
Cl eC, o se lors 2 Ms [ss Es ss， 


Α ΛΑ 


Cl vec, 2 B (31. lo 2 M so 
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« C40 779g, (10. 4, 52) 
将 (10. 4. 51)- C10. 4. 5224 A C10. 4. 50) 式 ,就 得 到 
la, 2 les CO ο E | ax orar] 
0 
«ο: [+ gen | (+n naj. — 00.4.53) 
0 


(ΙΟ. 4, 5X YE a = 1 时 ,有 


E | 1.8) dee ELO-ED = RI, Th 


而 在 a 二 2 时 ,有 
E" (+ dre ΕἼπ(1 1-1} & RAE, T. 
0 


这 样 ,由 (10. 4. 53) 式 就 可 得 到 
lut 2I gs;  CO--D?--RE, DE) (10.4.54) 
4 Jf C10. 4. 30), C10. 4. 49) C10. 4. 540 3X, HH C10. 4. 15) 式 就 得 到 


αν) lps SECO 4-0 {ed (RE, DERE, TE ++ Ds rtu))). 
(10. 4. 55) 
我 们 再 估计 εν) le ΓδἼμ..-. 
Saa: S 
利用 第 四 章 的 推论 6.4 (在 其 中 取 = 2, N= | 3 Len AE S> 8 W, 


N+n+1< S), u 作为 方程 (10. 4. 16) 具 零 初始 条 件 的 解 , 应 满足 


| uj Ct, 2) | D. [3 JH. e 


l 2 é I X. 
eoi [e zl Aar? || Gw, Du), 2 |l, ει 


i—0* 0 
2407 || GG. Du) (=, 2 || s dr). (10. 4. 56) 


类 似 于 (10. 4. 26) 式 ,并 注意 到 引 理 4. 2, Χς e 7 的 定义 及 类 似 于 (10. 4. 27) 
之 估计 式 , 有 
2 
2) || GG, Du) (z, 2 lk [sn 


i=0 
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H] 


== Ç wt [t [S]. | Co, Du) (z, 2 |», [s Ja, = 
« C(1+ <= ΣΕΓ(Ε- Ds +(u)) (10. 4. 57) 


2 
>) | Go, DaC J llisa 


«& Cl tes ϱ Fps]. | oC 2 Hs C| DuC, 2 | 
+ || wers 3 [νε ο) 
« C 4-077 ECE-- D; 4G). (10. 4. 58) 


这 样 ,注意 到 (10. 4. 8) 式 ,由 (10. 4. 56) 式 就 得 到 


p. S. 2 


| us CS 2 [p [SJ 
=< CQ LPD ile XXE, DUE Ds e (23). (10. 4. 59) 
同 理 , 根 据 第 四 章 中 的 推论 6. ὃν, 作为 方程 (10. 4. 17) 具 与 u 同样 初 值 
(10. 1. 15) 的 解 ,应 满足 
| us 2 [r [3]. 
«cao? [ec [ aco | Ω(υ, Dv, Du, D, Du, -) ||, sde}. 


(10. 4. 60) 
利用 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 并 注意 到 (10. 4. 13), 可 估计 
| Å; (Vu, u, (τ, 2| Γ. 5.1» 
事实 上 ,在 a =l 时 ,由 Xs. E, + 的 定义 , 易 知 有 
| A; (wo ws (τ, 2 | si 
< C | Do(z, -) || T" | Du (z, :) | Hos? 
= CE Do, rku); (10. 4. 61) 
而 在 a = 2 时 ,注意 到 (10. 4. 36) 式 及 Xs g, 7 的 定义 ,并 利用 引 理 4.2, 易 得 
| Àj Coo, u, (z, :) | 
<= G | Do (z, 5) | p, S, 2 | Dur, 9) | P 8, 3 
=< CECI καλη [8]. | Doe, 2 || s,s 
+ | Ῥυίτ, 2 || sa | Do, ») || 5, [SJH : | Dutr. ll K su 


p. S, 1 


< CE! (4-0) D. rlu). (10. 4. 62) 
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合并 (10. 4.61) 及 (10.4. 62) 式 ,在 “一 1 及 2 时 ,就 有 
| 和 (own [γιοι CO -Γτ) 2 EDs rlu). (10, 4. 68) 
利用 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 ,并 注意 到 (10. 4. ODR E a = 1 2 
时 ,类 似 地 可 得 
| Β,.(υ, Dudo, u, , (z, rss SCOOT ED, rlu) 
(10. 4. 64) 


ᾱ-] 


| C; Cv. Dou, ve (τ. r,s «CO ΓΣ Επ. (10.4. 65) 
合并 (10. 4. 68)- (10. 4. 65) 式 ,我 们 就 得 到 


a—l 


[| Qv. Dv. Du, D, Duy) (e, «οι COU.D T ΕΕ Τε 4G). 
(10. 4. 66) 
这 样 ,由 (10. 4. 60) 式 ,并 注意 到 (10. 4. 8) 式 ,就 得 到 
| us Gs 2 |x. 31a. X CO 2-075 (e+R€GE, T(E+ Ds, +G0))). 
(10. 4. 67) 


类 似 于 (10. 4. 60) 式 ,有 


lus 2 s raja SCII fef AHOT | Εώς, ϱ Il. s de]. 
(10. 4. 68) 


利用 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 注 意 到 (10. 4. 11035, S| ER 4.2 及 
Xs.er 的 定义 ,可 得 


| Ε(υ)(τ. 2 | = G 


P.8.1 | υ(τ. -) | EIS. οσο ἢ l κ. 
SCUO Ενα, (10. 4. 69) 
从 而 ,由 (10. 4. 68) 式 并 注意 到 (10. 4. 8) 式 ,就 容易 得 到 
l| us Cs 2 lr «οὗ νο RICE, T)E). (10.4. 70) 
合并 (10. 4. 59), (10, 4, 67) 10. 4. 70) 式 ,由 (10. 4. 15) 式 就 得 到 


lucs 2 [e [31a.- 
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L Cad po {e+ (R (E, T) R(E, T))X(E+ Ds γ())). (10. 4. 71) 


最 后 ,我 们 分 别 估计 || Dut, 2 lus X I| Dut, 2 lys 
31i 7148 (10. 2. 53)-(10. 2. 550 3X. 类 似 于 (10. 3.45) 式 ,在 a 二 1 及 2 时 ,有 


| I l| H ls l lll |< CRE: TDS ra, (10, 4. 72) 


现在 估计 GG. «24 L^ 范 数 . 
类 似 于 (10. 3. 46) 式 ,有 


| b; Cu, Do) (I: Du, 一 (Da Ner 2 | iae; 
LCU+A ES D, eO. (10. 4. 73) 
此 时 (10. 3. 47) 式 仍 成 立 , 即 成 立 
| (I* D by (o, Do)u,, ) — b; Co» DOT* Du, , )(z, 9 || za, 
«Οία +> || Dos Co, Do)(r 2 rss || b; Co, Du) (z, 2 | - [5]. «»! 


| D*ute, 2 | pss (10. 4. 74) 
由 引 理 4. 2 , 易 知 
| 5; Co, Do) (z, 2 || rr]. « COL-L y E. (10. 4. 75) 


而 由 第 五 章 关 于 复合 函数 的 估计 式 , 并 利用 引 理 4.2 Χς ,7 的 定义 ,在 a 二 1 
时 ,有 
| Db; Co, Ῥυλίτ, 2 || x s &CI (Do, D ots 2,5; «CE: 
(10. 4. 76) 
而 在 a = 2H 


| Db; Cv. Do)(z, 2 | .ss 
& CC || vCDv, Daira) | ss 
+ || Dots, 9 ll s [2]... ll (Do, D'oXe, 2 15 s κ) 


« CC | υζὈυ, Dol 2 ,s+ (0-07? E), (10. 4. 77) 
而 类 似 于 (10. 4. 36) 式 ,有 


| vXDv, Dot, :) | 。， 
oe 2 || >, 83. | (Das Doc 2 |a ss 
+ | Dult; 2! | P.S. 2 | (Do, D°) (z, .) | r. [S]. ο.) 
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««ΟΚ1τ)ΣΕΣ, (10. 4. 78) 


| Db; Co, Do) C, 2 lns CO + 073 Es. (10, 4, 79) 
合并 (10. 4. 760 & C10. 4. 79) 式 ,就 有 


| Db; C, Do (7, 2 ll s, < Ca +> E. (10. 4, 80) 
XX FÉ . HI (10. 4. 74) 式 就 得 到 
| (° DG, Co, Dou, ) —b; Co. Do)" Dus, )(z, 2 | p) 
= C +; ΣΕ D, 4G). (10. 4. 81) 
对 G, FE a, [ΠΠ ETT. 这 就 得 到 


| G, C, ὃ || za, < C(L + ry ΣΕ: Da, rlu). (10. 4, 82) 
从 而 ,注意 到 (10. 4. 8) 式 ,有 
| N |< CR(E, DDs 4G). (10. 4, 83) 


现在 估计 αι Ce. Bg L° 范 数 . 
为 此 ,将 由 (10. 2. 55) 式 给 出 的 g, GH 


£, =£, d ER S (10. 4. 84) 
其 中 
αὖ ὃν Bal" fos 0,00 (10. 4, 85) 
HII 


而 gy 表示 其 余 的 项 . 
用 类 似 于 在 上 面 估计 G, {817 范 数 时 对 Do; (υ,. Dwv) 的 估计 方法 ,可 以 
得 到 
lg? Ce, 2 || e CÓ O^? E'CE-- Ds. rw). (10. 4. 86) 


而 注意 到 FCv, 0, 0) = Fv, 0) = FG) 及 (10.4.11) 式 ,由 引 理 4. 2 并 注意 到 
Xs. e TEX, DAA 


(2) 


[αι (τ. :) | Lug 
<C] we, 2 le Γ53.... | vr [rasa 
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« Ο(1-τ) E, (10. 4. 87) 
HI C10. 4. 86)-(10. 4. 87) 式 ,并 注意 到 (10. 4. 8) 式 ,就 可 得 到 


| V [s COE, T) --RCE, TIE- D. 4 GO)Ds, τίω). 
(10, 4, 88) 


这 样 , 合 并 (10. 4. 72) , (10. 4. 83) & (10. 4. 88), Η 8 2 及 $3 中 类 似 ,就 可 
得 到 
sup. || Dut 2 |, αν < C(e+ RE, THRE, T))CE4- Ds, +(u)) b. 
(10. 4. 89) 
再 由 (10. 2. 65) 式 ,类 似 地 可 得 
Sup, | Du Gs, > || rs, < Cte+ (RCE, T) -H/RCE, T))(E+- Ds, +(u))). 
(10, 4. 90) 


综合 (10. 4. 55), (10, 4. 71) RAO. 4. 890-(10. 4. 90) 诸 式 , 并 注意 到 Χς ες + 
的 定义 ,就 证 明了 引 理 4. 9. 


第 十 一 章 
四 维 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


$1. 引言 
在 本 章 中 我 们 进一步 考察 下 述 四 维 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 
CLL d, 12 
CLl,l1.2) 


u = P'O IÍ Day D, Du); 


问题 : 
z= 0t = (Es α, --εφ(α), 
其 中 
e - 0) 
=5 : (11. 1. 3) 
a > Or; 
为 四 维 波动 算 子 ， 
Θ 9 9 9 a 
D, — (5s "a πα πω. 
9 K o 为 充分 光滑 且 具 紧 支 集 的 函数 ,不 妨 设 
py PE COR, (11. 1. 5) 
E. 
supp(9; Y C (x || x |< o) (o > 0 HKO, (11. 1. 8) 
Ti € > 0 是 一 个 小 参数 . 
* y 4; (A525 ú j = O, 1 "a 4, i+ j> 1). 
(11. 1.7) 


ic 


A= (A GA; Js i), m 
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BETE À = 0 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 | |< u. 非 线性 项 FGA) 是 一 个 充分 光滑 
的 函数 ,并 满足 
FÂ) = O(| À |°). (11.1.8) 


在 第 九 章 中 ,我们 已 经 证 明 : 存在 一 个 适当 小 的 正 数 eo BE XT nl 25 IE ES 
€ € (0, & ], Cauchy 问题 (11. 1.1)-(11. 1.2) 的 经 典 解 二 ult, z) 的 生命 跨度 
T(e) 满 足下 述 的 下 界 估计 : 


Τ(ε) > explae ! ), (11. 1. 9) 


其 中 < 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 ( 见 L. Hórmander[ 19 D. 但 那 时 我 们 已 经 指出 ， 
这 一 结果 可 以 改进 为 
Τ(ε) > expíae 2), (11. 1. 10) 


事实 上 , 李 大 湾 与 周 忆 [55],[56] 于 1995 年 最 先 给 出 了 这 一 改进 的 结果 ,而 
H. Lindblad 与 C. D. Sogge[ 65] F 1996 年 将 有 关 的 证 明 作 了 适当 的 简化 . 在 本 
章 中 ,我们 将 利用 基于 [15] 中 的 结果 对 波动 方程 的 解 所 建立 的 一 个 新 的 L° 估计 
( 见 第 四 章 S 4) ,为 得 到 估计 (11. 1. 9) 给 出 一 个 简单 得 多 的 证 明 . 

H H. Takamura 和 K. Wakasa 近年 提供 的 反例 ( 见 L80j),(11. 1. 10) 和 前 
面 几 章 中 所 得 的 其 他 一 些 结果 一 样 ,已 是 不 可 改进 的 最 佳 估计 . 详 见 第 十 四 章 . 


由 第 七 章 , 为 了 对 四 维 非 线性 波动 方程 的 Cauchy 问题 (11. 1. 1)-(11. 1. 2) 
证 明 (11.1. 10) ,本 质 上 只 须 考 察 下 述 四 维 情形 的 二 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 . 


ο... y bi Cu, Dudus a, alas Duus 
FG, Du), i (11.1.11) 
t= 0: u = ep(r), u --εφία), cti. 1.425 
其 中 , p, 9 € C; ORO 仍 满足 条 件 (11. 1.6m e > 0 是 一 个 小 参数 . 


8 


À = A; Q), i= 0, 1, 7. 4). (11. 1.135 

[Bii | X < Eu A), a Q) X Ε(ὰ) 均 为 充分 光滑 的 函数 , 且 成 立 
ὃν, AY = b, GQ G, j = L, ==, 43. (11. 1. 14) 
B. as; CA = OC X [Y s j= 1, ==, 45, (11. 1. 15) 
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FQ) = Ο(| à |) (11.1.16) 
及 
1 
Sa EE >m |El, VEE R', Gi 1.17) 
| 
其 中 sMo 是 一 个 正常 数 , 且 
a; (À) = 8; --b5 (4) G, j — 1, =, 4). (11. 1. 18) 


而 ô; 为 Kronecker 记号 . 


$2. Cauchy 问题 (11. 1. 11)- (11. 1. 12) 的 经 典 解 的 生命 跨 
度 的 下 界 估计 


2.1. 度量 空间 X, κ, τ. 主要 结果 
由 Sobolev 能 入 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 
lf laurus Vf € HOD, να < ξο (1.2. 1) 
对 于 任何 给 定 的 整数 S= 8, EEEX E E) 及 T, 引 入 函数 集合 


Xs, e == το, τ) | De ος E, 9! υ(ο, 3e u” (x) 
(= 0, L, =. S910 (1.2.2) 


2 


Ds 1(v) = 2; sup || Ρος, 2 ls s. (11. 2. 3) 


i=0 


而 u (α) --εφία). uj? (z) — 9G H4 1—2, --.. SHEF” (z) Ἄθι G, z) 
在 上: 王 0 时 之 值 , 它们 由 方程 (11. 1. 11) 及 初始 条 件 (11. 1. 12) 所 唯一 决定 . 显然， 
uj (z) (一 0，1，…，S 十 1) 均 为 具 紧 支 集 [ 见 (11. 1. 6) 式 ] 的 充分 光滑 函数 ， 
与 前 三 章 中 类 似 , 容易 证 明 
引 理 2.1 在 Xs E+ 上 引入 如 下 的 度量 : 


pU, T) = Ds. 1690 — T), Vv. U c Xs. p Το CI. AA 4) 


Xe 016 Ἡ 19Η, Χς pq — A 3k 15 65 Z & EE. 
引 理 2.2 “5-58 .Π|Π4δ EM o C X. z. rs 成 立 
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l| G, Dv, Do). ) ls [S]a  CEQ -07*, V € [0, TJ, 
(11.2.5) 
其 中 C 为 一 个 正常 数 . 
证 注意 到 S — 8, 由 第 三 章 中 的 (3. 4. 30) 式 (在 其 中 取 n = 4, p — 2, 


S vx its ια. Z z 
N -[2 Ati ç= 3) . 并 注意 到 Xs. E. + 的 定义 ,就 立刻 得 到 (11. 2. 5) 式 . 


以 Xs. c. rU X s, .1 的 一 个 子 集 , 它 由 Xs. e + 中 对 任何 给 定 的 : € [0, TIX 
变量 > 的 支 集 不 超过 {x || x |< 1 十 Pp) 的 一 切 元 素 构 成 ,而 p > 0 为 出 现在 
(41. 1. 6) 中 之 常数 . 

本 章 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 2.1 iE n—4. 在 假设 (11. 1. 5)- (11. 1. 6)Z C11. 1. 14)=(11. 1. 18) 
下 ,对 任何 给 定 的 整数 S> 8,# Ë E 3k e, 及 C, βρει 去 已 , 且 对 任何 给 定 
úe € (0, ει]. 存在 一 个 正 数 Tle), 4 Cauchy 问题 (11. 1. 11)-(11. 1. 12) £ 
[0, T(e)] 上 存在 唯一 的 经 典 解 E Xs c. re， 而 


Τ(ε) = explae *) — 2, (11.2, 6) 


3 Pa 是 一 个 与 无关 的 正常 数 . 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 上 在 区 间 [0，T(s)] 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 


u € Ό([ο. TOO]; HCR D (11. 2. 7) 
u, € C(0, T(O]; Η5(Β'}), (11. 2. 8) 
u, € C(0, TX]; HRI: (11. 2. 9) 


2.2. 定理 2.1 的 证 明 框 架 整体 迭代 法 


为 证 明定 理 2. 1, 对 任何 给 定 的 wE X. sx， 和 前 三 章 一 样 ,由 求解 下 述 线 
性 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 : 


Ou = Ε(υ, Dv, D, Du) 


de οἱ " 
= Mb; Co, Ώυλι,, -2» yag, Ρυλα, + F(v, Dv), 
i. j=1 g j=1 ^ 
C11. δ, 10) 


t= 0: u = e@(x), u, = εφ(α) (11.2.11) 
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定义 一 个 映照 
M: v— u = Mv. CLL, 2 122 


我 们 要 证 明 : 当 s 盖 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 Cu 84 E = Ce Iñ T =T) H 
(11.2. 6) 式 定义 时 ,M 在 Xse7r 中 具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 
(11.1.11)-(11.1.12)£#E 0 < ¿ < T(e) 上 的 经 典 解 . 

与 前 三 章 类 似 , 容易 证 明 下 面 两 个 引 理 . 

引 理 2.3 SZ E> 0i&dSi B ΗΠΑ M vC Xs. FT， 必 要 时 修改 对 1/ 
在 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 ,成 立 


u = Mu € C([0, T]; Η (R°), (11. & 185 
u, € C([0, T]; Η(Β')), (11. 2. 14) 
Z, € L (Ds T; H^" (R5). (11. 2. 15) 


引 理 2.4 对 = 二 w(t, απ) 一 Mo Θι(0 «) (10,1, =, 52) 之 值 与 
vE Xs er 的 选取 无 关 , 且 
e αίδ, x) = =” G) (1 = 0, 1, e SHI. (21,8. 165 
此 外 ， 
μμ «ο. (11. 2,175 


3t FP 1 < p <+ so, 而 C 为 一 正常 数 . 
与 前 三 章 类 似 , 为 证 明定 理 2. 1 ,关键 是 证 明 下 面 的 两 个 引 理 
引 理 2.5 在 定理 2. 1 的 假设 下 , 当 已 之 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 了 4 把 
Xs e.r» u= Mu 满足 
Ds p s C,1e4- Q2 -- /RYCE +-Ds (02) s (11.2, 18} 
其 中 C, 为 一 个 正常 数 ,而 


f. 
R = R(E, T) —EJIx2-rT). (11.2; 19) 
引 理 2.6 在 引 理 2.5 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 万 , σε Xo p +. u = Mv 
及 元 一 M 豆 亦 满足 1 u € X. 7， 则 成 立 
De κο. — 8) S C,CR -JROCGD, , GE πο «Ες ; (00929. 
(11. 2. 20) 
其 中 C, 为 一 个 正常 数 , 而 尺 二 RE, D (11.2. 19) X € x. 
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2.3. 引 理 2.5 及 引 理 2. 6 的 证 明 


下 面 我 们 证 明 引 理 2. 5. 引 理 2. 6 可 类 似 地 证 明 , 从 略 . 
关键 是 估计 lue, o | γ. 5.2» 
对 任何 给 定 的 多 重 指标 ἐ(| £ |< S), 类 似 于 第 十 章 中 之 (10. 2. 27) 式 ,有 


Ortu = > Cur Flw, Dv, D, Du), (11. 2. 21) 


Mss 


其 中 Cu 为 常数 ,而 D^ u 所 满足 的 初 值 可 由 xz” C) Q= 0, 1, »»», 5151) 所 唯一 
确定 . 这 样 ,根据 第 四 章 中 的 定理 4. 1 (在 其 中 取 # 4, s UA =+ 


— 16 
τι 


). 易 知 
luG, 1。， 


«c (e (f Ga | FC, Do, D, Du)(z, 2 || 1. s isa de) 
Ki 


ls (| a4 o7 | Feo, Dv, D, Du) (z, 2 li sss der). | 
(11. 2.29) 

το”. u 
| ax l& 的 特征 函数 ， χ-----χι. m G Jë 


Hh y, G, z) akala, z) 


—^T HI RES p AKIE TEC. 
注意 到 引 理 2. 2, 利 用 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复合 函数 的 估计 式 , 易 见 


| FG. Du, D, Dw) lr, 2 || ns, wn 


«αἱ | Co» Dv) Ce. 2 [| s [s]. £x ll Co, Do, D, Du) (z, 2 p s; 


πο Ὀυ)ίτ, 20 πο ο... 


ο πο. 
= 2). 易 知 有 


| Cv, Do, D, Βα](τ, ) || p, [5]. ,a 
« CO4 07 | (o, Do, D, Du)(z, 2 Iln sz (11. 2. 24) 
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这 样 ,注意 到 Xs, z. T 的 定义 ， 由 (11. 2. 23) 式 就 得 到 


| Êlo, Dv, D, Du)(z, 2 || s i x < CO +Z) 7 ECE Ds, G0). 
(11. 2. 25) 
类 似 于 (11. 2. 23) 式 ,我 们 有 
| FG Dv, D, Du)(z, 2 ||, sinn, 
«οἱ ll Co, DX Ces 2 ll s 3], — a ll Co? Du, D Dakia 2 γιο 


+ lC Do) 2 le s 2l Di Duss 2 ll [31.5.2]. (11.2. 26) 


而 由 球面 上 的 Sobolev 嵌 人 定理 (第 三 章 定理 2. 1 Z 1, TERCHHUn — 4. p —2, 
s= 2), 易 知 有 
llios Do, D, Duy (Z, :ὃ || s. [51.2 
« C || Cv, Dv. D, Du Xirs- | x, [S]e 
« C || Co, Dv, D, Du)(z, 2 ||. s s 
这 样 ,注意 到 Xs. ez 的 定义 ,由 (11. 2. 26) 式 就 得 到 
| Feo, Dv, D, Du)(z, 2 | 5,51, 2.3, < CE(E + Ds, τ(ω)). 
(11. 2. 28) 


(11. 2. 27) 


将 (11. 2. 25) O1. 2. 28) 式 代入 (11. 2. 22) 式 ,就 有 
[καν 2 Mss < c[e+(| a+) EE Ds, r0) 
= Cle--/InC1 3- DECE + Ds +(u)) ). (11. 2.28) 
从 而 ,注意 到 (11. 2. 19) 式 ,就 可 得 到 
sup | «Ct» 2 || s 2 SCletRE, T)(E+ Ds, τ(ω))). (11. 2. 30) 
下 面 我 们 估计 | Du. Dw, J) | ss 
对 任何 给 定 的 多 重 指标 RC] k |< S), 第 九 章 中 之 能 量 积 分 公式 (9. 2. 4045 


然 成 立 . 
由 引 理 2. 2, 易 见 其 中 


ο LII CEJ| a+ dc D GO 
C 


< 
s= CEDE 400 s RO, TDS pud, — (11.2, 8D 
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MEHR GC, «)9 L’ 范 数 . 

类 似 于 第 九 章 中 之 (9. 2. 43) 式 ,注意 到 (11. 1. 15) 式 . 引 理 2. 2 及 Χε =. rZ 
定义 ,由 第 五 章 之 引 理 2.5 及 引 理 2. 6( 在 其 中 取 n== 4, Hcr = 2. fii p — 
+ oe), 就 得 到 

| (7 DG; Go, Du)u,, ) —b; Co. Do)T' Dusa ) (z, 2 || zat) 

< CO 07 || Go, Do, ὈΡυίτ, 2 | sz | Dule 2 |. -, 

« C( 3-2 TED, 4G), Vr € [0, T]. (11. 2. 32) 
此 外 ,类 似 于 第 九 章 中 之 (9. 2. 44) 式 ,注意 到 (11. 1. 1505, 2.2 及 Χεετ 
的 定义 ,并 利用 第 三 章 之 推论 1. 1, 就 有 

|| by Co« DoX(T* Dusa — (T; Du), , Yee, 2 llt; 


3 


« CO--0 3 ED; ,G), Vc € [0, T]. (11. 2. 38) 


1 Gç, 2 || we, £ CO ED; 4G), V< € [0, ΤΊ, 


(11.2. 34) 
从 而 得 到 
| IV |& CRE, ΤΕΕ, τω). (11. 2. 35) 
类 似 地 ,可 得 
| V |< CR(E, ΏΓ(Ε-Γ Ds, +(u))Ds, rlu). (11. 2, 36) 


这 样 ,类 似 于 第 九 章 中 之 (9. 2. 51) 式 ,就 得 到 

Sup || D'uGt, 9 ln s. € Ci-/RG, T)G-FDg 2G). — (01.2.87 
此 外 ,类 似 于 第 九 章 中 之 (9. 2. 52) 式 ,也 有 

SYP, | Du G, 2 || ns. < Cle J4-/RCE, T(E + Ds, +(u))). (11. δ, 38) 


合并 (11. 2. 300 & (11. 2. 31) - 611. 2. 38) 式 ,就 得 到 所 要 证 的 (11. 2. 18) X. 
引 理 2. 5 证 毕 . 


第 十 二 章 


零 条 件 与 非 线 性 波动 方程 Cauchy 问 
题 的 整体 经 典 解 


$1. 引言 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 已 系统 研究 了 非 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 
的 经 典 解 及 其 生命 跨度 的 下 界 估计 . 从 其 中 的 结果 可 以 看 出 : 当空 间 维 数 n 及 
非 线 性 右 端 项 的 寡 次 1 十 a( 或 @) 足 够 大 时 ,我 们 可 得 到 整体 经 典 解 ;否则 ,我 们 
只 能 得 到 局 部 经 典 解 . 在 后 一 情形 ,在 nn 或 a 仍 比 较 大 时 , 随 初 值 之 量 级 。 — 0, 
经 典 解 的 生命 跨度 T(e) 将 以 的 指数 方式 增长 ,因而 称 之 为 几乎 整体 经 典 解 ; 
MTE n 及 a 比较 小 时 , 随 s->0, 4 UAE S BET CO) FRED e^! REC SR 
长 ,在 实际 应 用 中 就 会 导致 破裂 现象 . 

从 前 几 章 中 我 们 还 看 到 ,在 非 线性 右 端 项 FO. Du, D, Du) 满 足 一 些 特殊 
的 条 件 , 特 别 是 不 显 含 u 变量 时 ,对 经 典 解 的 生命 跨度 TCe) 的 估计 会 有 一 些 改 
善 ,甚至 是 明显 的 改善 ,例如 可 由 关于 es“ 的 寡 次 增长 到 指数 方式 增长 ( 见 — 3 
及 a 二 1 的 情形 ,以 及 n= 二 2 及 a 二 2 的 情形 ) ,或 由 指数 方式 增长 到 具有 整体 存 
在 性 ( 见 n 二 4 及 a 二 1 的 情形 ); 但 在 n= 二 1 及 a 宇 1 的 情形 ,以 及 在 n 二 2 及 a —1 
的 情形 , 这 方面 的 改善 并 不 太 明 显 ( 例 如 说 ,后 者 只 由 6 Uode e^ vo. 

上 面 这 些 讨 论 是 对 非常 一 般 的 非 线性 右 端 项 F(x,Du，D, Dw) 进行 的 . iE 
如 在 本 书 第 一 章 》2 中 所 述 ,在 对 一 般 的 非 线性 右 端 项 Fu, Du. D, Du) 不 能 
保证 经 典 解 的 整体 存在 性 时 ,对 某 些 满足 特殊 要 求 的 非 线 性 右 端 项 ,特别 是 ,在 
非 线 性 右 端 项 和 波动 算 子 之 间 有 着 某 种 协调 性 时 , 仍 有 可 能 得 到 整体 经 典 解 . 本 
章 所 介绍 的 零 条 件 ,是 为 得 到 整体 经 典 解 的 存在 性 、 对 非 线性 右 端 项 所 提出 的 一 
类 重要 的 附加 要 求 ,并 有 不 少 有 意义 的 应 用 . 

零 条 件 的 概念 ,最 早 是 S. Klainerman 在 研究 如 下 三 维 非 线 性 波动 方程 具 小 
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初 值 的 Cauchy 问题 : 
Lu = Q(Du, D, Du), (12.1. 1) 
t—0:u-—etQ(x),u,—ed(x) (12, 1, 2) 


时 引入 的 . 其 中 非 线 性 右 端 项 Q i u, Β Ἢ Du RD, Du 的 二 次 型 ( 即 相 应 
的 x 王 1, 且 不 含 高 次 项 ). 由 第 九 章 中 的 结果 ,此 时 上 述 Cauchy 问题 在 :三 0 上 
存在 唯一 的 几乎 整体 经 典 解 ,其 生命 跨度 T(e) 满 足 


Τ(ε) > οχρίαε 1), (12. 1. 3) 


而 a 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . S. Klainerman 在 1983 年 于 波兰 华沙 召开 的 国际 
数学 家 大 会 上 的 报告 L31] 中 曾 提 出 : 如 果 Q 满足 零 条 件 , Cauchy 问题 
(12. 1. 1)- (12. 1. 2) 就 有 唯一 的 整体 经 典 解 . 这 一 猜想 于 1986 年 为 D. 
Christodoulou[ 5 ]& S. Klainerman[ 33] 所 分 别 证 实 . 在 本 章 的 8$ 2 中 ,我 们 将 对 
此 情况 作 一 详细 的 阐述 . 

由 第 七 章 ,为 考察 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 ,本 质 上 只 须 考 
察 下 述 二 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 


[]u — HAT Daya, 1-2 là Cus Du)u,, + F(u, Du) 
i, j=l A η 3 
det. ~ 
= F(u, Du, D, Du) (12, 1. 4) 


有 具 小 初 值 (12.1. 22 8 Cauchy 问题 . 因此 ,下 面 关于 零 条 件 及 在 满足 零 条 件 时 经 
典 解 的 整体 存在 性 的 讨论 ,将 针对 形 如 (12. 1. 4) 的 拟 线 性 波动 方程 进行 . 

在 本 章 中 ,我 们 将 针对 n = 3 及 a = 1 的 情形 ,以 及 n = 2 及 a = 2 的 情形 ， 
分 别 给 出 其 零 条 件 的 形式 ,并 在 此 基础 上 证 明 相 应 经 典 解 的 整体 存在 性 . 对 于 这 
两 种 情形 ,由 于 在 n= 二 3 及 a 三 2 时 ,以 及 在 n= 二 2 及 a 宇 3 时 , 均 已 有 经 典 解 的 
整体 存在 性 ,其 零 条 件 之 要 求 只 需 加 在 非 线 性 右 端 的 最 低 次 项 (在 n= 二 3 及 a=1 
的 情形 ,是 二 次 项 ;而 在 2 一 2 及 一 2 的 情况 ,是 三 次 项 ) 上 , 而 对 高 次 阶 不 再 需 
要 任何 附加 的 假设 . 


82. 三 维 非 线性 波动 方程 的 零 条 件 及 经 典 解 的 整体 存在 性 


2.1. 三 维 非 线 性 波动 方程 的 零 条件 
考虑 三 维 非 线性 波动 方程 
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Ou = Flu, Du, D, Du), 619.2. 15 


3 ° ° A 
ὃν δε Oc, On 


Jb Γ- 25-5) Š 为 三 维 波动 算 子 ,D - ( Ne 


2 
F4 Or, 


E 9 2), ti 


dr, Oza Bu, 
" 3 3 
Flu, Du. D, Du) = Ὁ) bu, Du)u,, 2 jay Cu, Duu, 
&j-4 ώ, j=1 3 
--FCGu, Du). (12. 2.2) 
id 
À = Q; 0, 1—9, 1, 2, 3). (12,2, 3) 
假设 在 1 = 0 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 | A [Ss by QQ), a, OO RFA) 是 充分 
光滑 的 函数 ,并 满足 


b; Q) = bi (Ay Ον = 1, 2, δ). (12. 2. 4) 
bj, αμ = OÇ À |) G, j = 1, 2, 3), (12. 2. 5) 
FQ) = O0( 24^» (12. 2. ϐ) 
K 
3 
Σα) (2}6,ξ, 2 m, | ë |°, VEER, (12.2. 7) 


ἐν j=l 


其 中 sMo 是 一 个 正常 数 ， R. 


a, (Q) = ὃ, -Γδι(λ) G, j= 1, 2, ἃ), (12. 2. 8) 
而 ô, 为 Kronecker 记号 . 
A 
S 


Flu, Du, D, Du) = N(u, Du, D, Du)+ HCu, Du, D, Du), 
(12. 2. 9) 


Hp N(u, Du. D, Dx) 为 所 含 变量 的 二 次 型 ,上 且 关 于 D, Du 为 仿 射 ,而 
Hu, Du. D, Dw) 为 高 阶 项 . 记 


À = (A; (4,9. z == Ü 1; 25 3; (45), is j = 0, ls 2, 3. z+ > 1), 
(12. 2. 10) 


H(u, Du, D, DuME À = 0 的 一 个 邻 域 中 满足 
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HÀ) = (| À |°). (12. 2. 11) 


零 条 件 作 为 一 个 附加 条 件 将 加 在 FG, Du, D, Du) 中 的 最 低 次 项 (二 次 
JJ Nu, Du, D, Du) E. 它 要 求 : 三 维 线性 齐 次 波动 方程 


[L lu = 0 (12. 2. 12) 
的 任 一 平面 波 解 
u(t, x) UG), (12.2. 13) 
其 中 
s = yot # Y »zp (12. 2. 14) 
il 


ΠΠ y — Gy» γι» ors γι) 为 一 个 常 向 量 , 且 


Uo) e DP” (ὢ = 0, (18. 3, 15} 
必 为 三 维 非 线性 波动 方程 
Ou = N(u, Du, D, Du) (12. 2. 16) 
的 解 , 即 满足 
N(U, DU, D; DU) = 0. (12. 2.17) 


将 (12. 2. 13)—(12. 2. 10$ A. (12. 2. 12) 式 ,有 
(93 — γἱ — y — ys )U”(s) = 0, (12, 2, 18) 


再 注意 到 (12. 2. 15) 就 得 到 : 为 使 (12. 2. 13) 36 C12. 2. 12) 的 非 平凡 平面 波 解 ,只 
需 向 量 y = On» vi oe 99) 满足 


X6 — yi — yz — ys = 0. (12. 2. 19) 
这 样 的 向 量 y 称 为 零 向 量 . 此 时 , 易 知 有 
N(U, DU, D, DU) = N(U, yU’, yyU”), (12. 2. 20) 


其 中 Y= Gyr »ι» Yos Iz) KRAE, M y= (2 yos νι). 因此 ,满足 零 条 件 的 
充 要 条 件 是 : 对 任何 满足 (12. 2. 19) 的 零 向 量 y 及 任何 给 定 的 实数 p,q K r. 
成 立 
Ν(ρ. αν. ry y> = 0, ο ρα 21) 
W 
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3 
N.C, g) --8ι/θις-- Σ)8, fƏ, g (12. 2, 22) 

i=l 

及 

Na Cfo g) = 9, fƏ, g —9, fƏ, g. (12. 2. 23) 
o 9 a 
此 处 及 今后 ,CC，p， c0, 1, 25 35 je Jj. Bs 25 S= 9) == "Q= z 
Ot Θα, 


i 


容易 验证 : N. (3 us u), Nou, u) K No (u, u) (它们 均 不 显 含 xl) 均 满足 上 
述 的 零 条 件 , 并 统称 它们 为 零 形 式 . 同时 ,我 们 可 以 证 明 
引 理 2.1 若 (12. 2.9) 中 关于 uu， Du Z D, Du 的 二 次 型 N(u, Du, 
D, Du) 对 D, Du A Gh, 且 满 足 零 条 件 , 则 N 必 为 零 形 式 N O u, u), 
N, u, u) No(u,，W) 的 一 个 线性 组 合 , 即 成 立 
N(u, Du, D. u) = Se, N. (Bus ὦ) + Σ)ε, N (Ə; u, u) 
L a, b i 


+cN, (u, u), (12. 2. 24) 


EP Caia €; A. cCa, b == 0, lg 25 Ag E= ls 2. 3) 均 为 常数 . 
证 首先 证 明 : 若 满足 零 条 件 , 则 Nu, Du, Du) πα u. 
在 (12.2.21) 中 特 取 y==0, 立 刻 可 见 N(u, Du, D. u) KE w WM. FEE 


N(u, Du, D, Du) = Σ)ά, uð, u + X ἆμιθιθιι--Ν(Ώι. D, Du), 
(12. 2. 25) 


Jtr d, 及 d,(a —0,1,2, 3; i — 1, 2, 3) HAGN Du, D, Du) HKE 
变量 的 二 次 型 . 

在 (12. 2. 21) PRR r= 0. Πρ Κα 不 为 零 , 但 |d| 充 分 小 且 最 终 令 其 趋 于 
零 , 则 由 (12. 2. 25) 式 易 得 


Md, y, = 0. (12. 2. 26) 
在 上 式 中 取 零 向 量 y — (1, +1, 0, 0), 就 得 到 

d, = αι = 0, 
从 而 d, = d, = 0. 类 似 地 可 得 d, = d, = 0. 于 是 ,(12. 2. 25) 式 可 改写 为 


Νέα, Du, D, Du) = S 1d,uƏ,Ə,u +N(Du, D, Du), (12.2. 27) 


并 可 设 
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d; =d; GQ == 1, ἂν 3). (12. 2. 28) 
1E (12. 2. 2D PR q = 0, M p K r 22822, JHH (12. 2. 27) 式 立 得 
> duy, γε = 0. (12.2. 29) 


在 上 式 中 取 零 向 量 -- (1. 151, 0, 0), 就 得 到 

do +d = 0, 
从 而 do = d = 0. 类 似 地 ,可 得 dy; = ἀν = 0 G = 1, 2, 3). 这 样 ,注意 到 
(12. 2. 28) 式 , (12. 2. 29) 式 就 可 化 为 


ji; T Vv, 
2 dos y; = 0 


i<j 


在 上 式 中 取 零 向 量 y — (2. 1, 1. 0), 就 得 到 


di; = 0; 
类 似 地 ,可 得 d, —0 G, j— 1.2, 3; i — D. 于 是 ,(12. 2.27) 式 最 终 可 写 为 
Νία, Du, D, Du) = N(Du, D, Du), (12. 2. 30) 


mN Du, D, Ρα}; Du J& D, Du 的 一 个 二 次 型 . 这 就 证 明了 N REE u: N = 
N(Du, D, Du). 
由 于 N(Du, D, Du)% D, Du 为 仿 射 ,可 令 


N(Du, D, Du) = N, (Du, D. Du) --N,CDu), (12. 2.31) 
其 中 


N,CDu, D, Du) = »e,,99, uƏ, u (12. 2. 32) 


i 
ἵνα. b 


N, (Du) = Jep, uO,u. (12. 2. 33) 


M 
Mieus ealas b=0, 1, 2, 3, i— 1, 2, 3) 为 常数 , 且 不 妨 设 
ἔμ], = Eya (12. 2. 34) 
K 
€, = Cia: (12. 2. 35) 


注意 到 (12. 2. 21) 中 的 g K r 为 二 独立 实数 ,由 N 满足 零 条 件 , 易 知 N, 及 N, 均 
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分 别 满 足 零 条 件 . 
H N, 满足 零 条 件 , 利 用 相应 的 (12. 2. 21) 式 可 得 到 : 对 任意 给 定 的 满足 
(12. 2. 19) 式 的 零 向 量 y= (νου yis Yos X325 恒 成 立 


bI (12. 2. 36) 
a. b 


W ντ (νου γι» νε» νι) AE—H4 E BJ SIS LU — C— yos γι» yos γι) ΝΑΣ 
向 量 .将 y 及 3 分别 代入 (12. 2.36) πὶ. 其 中 变 号 的 项 必 为 零 . 于 是 ,注意 到 
(12.2. 35) £i 


2 eo yo yi = 0, 
从 而 , 取 y, Z 0.384921. 对 任何 给 定 的 非 零 向 量 y = (γι. ν;» γι), 成立 
ευ! = 0, 
因此 有 
ée =Ü (κ 1, 2, 8). 
类 伏地 可 得 
ep 790 (αν δ--Ών ls 2, ὃς zb), 
这 样 , 就 有 
N,(Du) = Me, (Ə, u)’, (12. 2. 37) 
而 相应 的 零 条 件 为 
225436 ---0, 
ew Fen = 0; 


FHF y = (Q2, 1, 1, 0), 就 得 到 
δε d- ei d- ex; = 0. 
这 样 ,就 有 
Bg == dg ci— A 
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€; —-— €60 G = la 2, 8). 


从 而 由 (12. 2. 37) 式 就 得 到 
Ν,(Ώι) = ew No (u, u). (12. 2. 38) 
另 一 方面 , 易 知 可 将 Ni 改写 为 


N, Du, D, Du) = ER HOT + e4,)99, UO, u 


ἐν αν b 


ἜΣ) ο 6.88, 09, u 


l ab 


= 2; € 49,9, UO, u + M CiasN is (Ous u), 
ia. b 


aer 
(12. 2. 39) 
其 中 euw 及 eis; 为 某 些 常数 , 且 成 立 
as = C iba (12. 2. 40) 
及 
Egy = E gie (12. 2. 41) 
注意 到 N. (ix，zx) 已 满足 零 条 件 ,由 N (Du, D, DiO Wi EAE AIT. 
N,(Du, D, Du) = >) διιθιθ, uƏ, u (12. 2. 42) 


ia. b 


也 应 满足 零 条 件 . 由 相应 的 (12. 2. 21) 式 ,就 可 类 似 于 前 得 到 : 对 任意 给 定 的 满 
足 (12. 2. 19) 式 的 零 向 量 y 一 (yo，yi，》y，y3)， 恒 成 立 
23 € asy; γα yy s= 0. (12. 2. 43) 
B y = (yo， γι» γι» Yz) 为 任 一 给 定 的 零 向 量 , 则 > 一 (— yos Yi» Yos Yz) JN 
为 零 向 量 . 将 y 及 3 分 别 代 入 (12. 2. 43) 式 ,其 中 变 号 的 项 应 为 零 . 于 是 ,注意 到 
(12. 2. 40) 式 ,就 有 


2 € joi Mya = 0. 
取 yo 关 0, 由 上 式 即 得 ; 对 任何 非 零 向 量 y — (yr, yos γι)» 成 立 
2 € oi V= 0. 


再 注意 到 (12. 2. 41) 式 ,由 此 立 得 
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€ ijo eu) Ci. 1Ξ:1. Ds 3). (12. 2. 44) 


同 理 , 设 y — (yo， yis y%，y) 为 任 一 给 定 的 零 向 量 , 则 > 王 (y> — yis yrs 
y) 亦 为 零 向 量 .将 y 及 y 分 别 代 入 (12. 2. 43) 式 ,其 中 变 号 的 项 应 为 零 . 于 是 , 注 
意 到 (12. 2. 40) 式 及 (12. 2. 44) 式 , 易 见 有 


Enyi ES P» € ub 1 Ya y, 2» € iyi Nj = 0, 


a. ὑπ] is j1 


从 而 有 


uy =F 2; € up Ya Αλ €ijiyi y; = m 0. 


a, bl £j 


在 上 式 中 分 别 将 零 向 量 y-—CGyos γι» yos ys) A Yo» yirs Ws IRA H 
中 变 号 的 项 应 为 零 . 于 是 ,注意 到 (12. 2. 400 (12. 2. 41) 式 ,就 可 以 得 到 


£i δει Egg = 0, 
一 般 地 说 ,我 们 就 可 以 得 到 : 对 于 互 不 相等 的 i,j, 上 ,成立 
μι Γξμι--ἒω — 0. 
再 注意 到 (12. 2. 40054 & (12. 2. 41) 式 ,就 得 到 
相等 六， (12.245) 
由 (12. 2. 44) 式 及 (12. 2. 45) 式 ,就 可 得 到 


N,(Du, D, Du) = 516,,99, U3, U, (19. 2. 46) 


应 的 零 条 件 变 为 
2. € iaayi Ya m. 0. 


KEHE y= Gus γι» yos γι) KY (νου — is γε» γι) 分 别 代 入 上 式 ， 
其 中 变 号 的 项 必 为 零 . 于 是 ,对 任 一 给 定 的 零 向 量 y, 成 立 


Σὰ € uaa m 0. 
类 似 地 ,成立 
2 一 0 G=1,2, 8). 


这 样 ,和 由 (12. 2. 37) 式 导 至 (12. 2. 38) 式 完全 一 样 ,由 上 式 就 可 得 到 
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N;(Du, D, Du) = Σ) € No (Ə;u, u). (12. 2. 47) 


综合 (12., 2, 31), (12, 2. 38)-(12, δ. 39), (12. 2. 42) & (12. 2. 41) HD, USC 
成 了 引 理 2. 1 的 证 明 . 
注 2.1 N;(@u, u) — 99,u8;u —9,9,u0, u 亦 满足 零 条 件 . 它 表面 上 不 属 
T Nau, u) 的 形式 ,但 由 
N; u, u) = (9j9,u9; u — ƏƏ uO,u) + (99; uOqu — 9j9,u9, u) 
= Noy (O; u, u) — Ny CQ; u, ü) 


N; (u, u) & FEX AE K, N. (Ə, u, wu) 的 线性 组 合 . 
2. 2. 零 形式 的 一 些 性 质 


现在 对 由 (12. 2. 22) 及 (12. 2. 23) 式 定义 .用 于 生成 零 形 式 的 函数 N. (f, g) 
KN, (f. gs), 列 出 一 些 下 文 要 用 到 的 重要 性 质 . 
引 理 2.2 对 任意 给 定 的 函数 f= 二 fü. τ) Á g = gt. x. 成 立 
| N:yCfs | 
CI DG, α) || Teits z) |+-] PfG, α) | | Ώρα, z) D. 
Vi€E R, τε R, (12. 2. 48) 


其 中 C 是 一 个 正常 数 ,而 工 由 第 三 章 中 之 (3. 1. 18) 式 定义 . 
证 由 (12. 2.22) 及 (12. 2. 23) 式 ,显然 有 
| NCF, g)G, α) |, | N, (f, g, » |= G, | DEE z) || Delta) |. 
(12. 2. 49) 
其 中 C, 为 一 个 正常 数 . 这 样 ,为 证 明 (12. 2. 48) 式 ,只 需 证 明 


| Naik f: BES r) |. | Να Ες E), a) | 
κε DF α) | | Tgi α) |+ Γ/(ε. α) || Delia) |), V t> 0, 
(12. 2. 50) 


Rh C, 是 一 个 正常 数 ， 
注意 到 第 三 章 中 之 (3. 1. 8) 式 及 (3. 1. 11)-(3. 1. 12) 式 ,有 

Ls = to, c 2178, , 
Ω 


j = xj; = xo, 
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L, = Qo; = tƏ, 4 x)9,, 


从 而 有 
¿No (f, g) = G, fƏ, g — 219, 9, g) 
= L fð g — >; (z:Ə, fƏ, g -+-tƏ, fƏ, g) 
=L fƏ,g — >) (Ə, fL,g), (12. 9. 51) 
tN; (f, g) = (9, fo, g —9, 19,6) 
= L, fó; g — x9, fƏ; g =y 79, g +x, fƏ, g 
= L; f; g — L; fƏ,g — 8, f g (12. 2.52) 
及 


tN; (f. g) =— tfe, 19, g 4- t9, fƏ, g 
==Ə, f L, g +, fƏ, g. (12.2. 53) 


H (12. 2. 51)-(12. 2. 53) 三 式 , 并 注意 到 了 的 定义 [ 见 第 三 章 (3. 1. 18) 式 ] ,就 立 
刻 得 到 所 要 求 的 (12. 2. 50) 式 . 证 毕 . 
A NG. 2) 简 记 N, Cy, g) Na Gy g) EX. 


我 们 有 
引 理 2.3 成 立 
{3 Ne(f, g)) = 0, (12. ο. 55) 
(Ωω N Cf, g)) —0, (12. 2. 56) 
(La Na Fe g)) ——2NsCf, g (12.2. 57) 
{9., N, (f, g)) = 0, (12. 2. 58) 


(Ωμ: N, (f: g); = T NQCf, ϐ) —T NC, g) 
-FN al fs OHN g) (12.2, 59) 


{ων Na Cfs g)) =— 2N,, (f, 6). (12, 2. 60) 


其 中 ff) = diag(— 1, 1, 1, 1) 为 Lorentz 度 规 . 
WE 由 (12. 2.22): & (12. 2.23) 式 , 易 见 (12. 2. 55) Κ(12. 2.58) 式 成 立 . 
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下 面 先 证 明 看 来 形式 上 最 复杂 的 (12. 2. 590 XX. 
我 们 有 
ON akifa Ε) 
= Qu C9, f9 g —9, fƏ g) 
= Qu, f- O g +3, f- Qua, g — (a |b) 
= L Ou , & Ir | g-Fo,f [0,5 , 9, ]g 
c-9,0,4f:-9,g-9,f-9, Qug —(a| ὁ) 
= [Qus o] -9,g - 9, LQ ϑι]ρ 
— [Ras 9,]f-8,g —9, f LO. 9,]g 
+ Na af g3-- Nafs Og). 


这 里 及 今后 ,(a10) 简 记 在 前 面 的 式 子 中 交换 a 与 2 后 所 得 的 结果 . 利用 第 三 章 
引 理 1. 1 ,并 注意 到 (12. 2. 54) 式 ,就 得 到 


(Ou; N (fs gdi 
= [Qus 9,]f - Ə,g +Ə, f Ma ,lg 

— [Qu 9,]f - 8,  —8, f Lus 8, 1g 
-ᾖ-θ fƏ, g — 1*9, fƏ g 4- 1^9, fO g — 189, fo, g 

— 10, f, g + 19, fo, g — 1^9, f9, g + Tf°Ə, fO, g 
=N, (f, g) — N, (f, g) —tPF'N. (f, g) +N. (f, g). 


这 就 是 (12. 2. 59) XX. 
下 面 证 明 (12. 2. 60) 式 . 
我 们 有 
L aN OF: δὴ 
= L; (@, fƏ, g — 9, [9, g) 
—L,8,f-9,g +Ə f - L,Ə, g — (a | b) 
—[L,,9,]f-8,g +Ə, f ἴω» as 
1861-86 +a, f-Ə, L,g— (a |b) 
—[1,,9,]f : Ə, g + 9, f :LL 8, lg 
-[{-» 9,]f-9,g —9, f LL, . 3 lg 
^N (L.f, g) +N,,(, Log). 


类 似 地 ,利用 第 三 章 引 理 1. 1, 就 得 到 
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Ες Na CY 2) 
= [L> 8,]f - 8,8 4-8, f LLa Ə,]z 

—[L,. 8,]f 9, —9, f -LL, + Ə, ]g 
—— O0, f 9, g —9, f 9, g + 9, fƏ, g +, f 9, g 
=—2N,, (f, g). 


这 就 是 (12. 2. 60) X. 
下 面 证 明 (12. 2. 56) 式 ， 
注意 到 
OQ, N (Of. g) 
= QB, foog — 219, fƏ, g) 
mms 0,,9, f F Dg E it 0,9; f é 9, 8 
+ Ə, f Ώμθος — 279, f Qua: g 
- LQ , 9, ]f Ξ Og — bs [Ru . Ə, ] f " 9, [4 
+Ə, f LO, 9 Ə,]g — 218, f ζω, ° 9, ]g 
+ Ə,Q,,f : Ə,g — 239, Ωω : Ə, g 
T9,f: Og = 218, 1.9 O, £ 
= [Ω, , Ə, ] f “Qg — by [Qu , 9, ]f θε 
Ἔδθιί [Os . Ə, ]g — 219, f [Oa 3 Ə, ]g 


+N (G, f, g) +N, (f, Q4g), 
类 似 地 就 有 
(Qus N, Gs ϱ)) 
ο > LQ, B]Sa g 


9f L0, , Ə, ]g — 218, f ‘LQ , 9, ]g 
= (水 3. fog —1"9, fog) — 2 Q0, fƏ, g — 18, fƏ, g) 


+ Ad {Θ, Am 7^9, fo, ϱ)-- 2) (179, farg = η΄ Θ, 79, g). 


278 非 线性 波动 方程 


上 式 右 端 在 wa, b= 0, 1,…,n 且 a 和夫 0 之 各 种 可 能 情况 . 易 知 均 取 零 值 . 这 就 证 
明了 (12. 2. 560 XX. 
最 后 证 明 (12. 2. 57) XX. 
注意 到 
L lN (Of, g) 
= LOCO, fƏ;g— 219, fƏ, g) 
= L, Ə, f - Ə,g— 21.08, f «δι g "Θα. ΓοΏιᾶ -- 258, f:L9,g 
kasi LL , 9, ]f I eg— 2 [La ᾽ 9,]/- 9, £ 


HoF LL. Ə, lg— >;ə, f [Lys 9, ]g 


EB OyL, f - Og m 239, Lof Ë Ə, 8 +Ə, f E Ə,L g -- 2798, f ` 9, Log 


== [τω 9, ]f- eg — ky [Los & fF. ορ 


1 


T Of [Li , 9, ]g -= 218; f [Lo , 9, lg 


NS Fs. g) + NIS Lu. 
类 似 地 有 
[L N, GP, Py; 
= [vy &]f:&g— > [L,, Bf :Bg 
+A- jg 一 2:9, {Γον Bl 
—— (8, fƏ,g — 219,9.) 
—— 2N, (f, ϱ). | 
这 就 是 (12. 2. 57) XX. 
2.3. 度量 空间 X, r. 主要 结果 
考虑 三 维 拟 线性 波动 方程 
u = F(u, Du, D, Du) 


de, ςὁ 3 
= > b; Cu. Du)u,, 4-25» ag; Cu. Du)u,, HFCs Du) (12. 2. 61) 
4 q j=l f 


ἐν j=1 
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具 初 始 条 件 
t= 0 z u = eple), u, = εφ(αὺ (12. 2, 62) 
的 Cauchy 问题 . 假设 (12. 2. 4)-(12. 2. 8) 式 成 立 ,并 设 
€, $ € C; (RD, (12. 2. 63) 
H 
suppíe, 9) C (x |] x |< p) (650 ON RERO, (12. 2. 64) 


而 s > 0 是 一 个 小 参数 . 
由 第 九 章 中 之 结果 ,对 于 所 考察 的 Cauchy 问题 (12. 2. 61)-(12. 2. 62) ,其 经 
典 解 的 生命 跨度 在 一 般 的 情况 下 只 有 如 下 之 下 界 估 计 : 


TG) >= bz 2, (12. 2, 85) 
Fah o 是 一 个 与 < 无 关 的 正常 数 ; 即 使 在 非 线性 右 端 项 不 显 含 wu 时 : 
F = F(Du, D, Du), (12. 2. 66) 
经 典 解 的 生命 跨度 也 只 有 如 下 指数 型 的 下 界 估计 : 
T(e) > explae }, (12. 2. 67) 


Μα 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . 但 是 ,下 面 将 要 证 明 : 只 要 方程 右 端 项 FG. 
Du, D, Du) 的 二 次 非 线性 部 分 Nu, Du, D, Du) 满足 前 述 的 零 条 件 ,就 可 保 
证 Cauchy 问题 (12. 2. 61)-(12. 2. 62) 的 经 典 解 的 整体 存在 性 . 

由 Sobolev 侍 入 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 


ων sw Vf € HƏR), [ΕΙ za a Ες Ευ. (12.2. 68) 
对 于 任何 给 定 的 整数 S$ 14 及 任何 给 定 的 正 数 Ες E), 引入 函数 集合 


Xs £ = fult, m) | D; Ga) = E, dy, α) = u” (a) 
(1—0,1,95,5--Dj, 12.2. 69) 


这 儿 
Ds(v) = supl +2)” || Des Daa || ss + sup | wies «Ὁ Da ο” 
(12. 2. 70) 


其 中 o 为 一 个 适当 小 的 正 数 (例如 可 取 o = x) Ἡς (α) = ep( x). η (α) = 


ed Go «ΠΠ 19 2, σεν 91Η νι GO HE ult, x) Æ t= 0 ze fü. 它们 由 
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方程 (12. 2. 61) 及 初始 条 件 (12. 2. 62) 所 唯一 决定 . 显然 w” ({ = 0, 1, …，S 十 1) 
均 为 具 紧 支 集 的 充分 光滑 函数 . 
注 2.2 由 第 三 章 定理 4.2( 在 其 中 取 nn 二 3, 刀 二 2 及 $s 二 2), 易 知 成 立 


2 πυρά δα tl | D? Tto G, 2 || = 2; € CDs CO, 
| (12. 2. 71) 
从 而 有 
(I+) [əG, Os «Ορ. Νέο. ο (12.2.72) 
在 Xs.e 上 引入 如 下 的 度量 : 
p. T) = D0 — 5). V9, 9 € Xs =+ (12. 2. 73) 


M4 e > 0 适当 小 时 ,Xs s 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 . 以 Xss 记 Xs.s 的 一 个 子 
集 , 它 由 Xs 中 对 任何 给 定 的 + > 0, 对 变量 x 的 支 集 不 超过 {x |] x |<: +o) 
的 一 切 元 素 组 成 . 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 2.1 在 上 述 假 设 下 ,进一步 假设 FF(u,， Du, D, Du) 满足 前 述 的 零 条 
件 , 即 设 其 中 的 二 次 型 N(u, Du, D, Du)[ 见 (12.2.9) 式 ] 为 由 (12.2.24) 式 所 
示 的 零 形式 的 线性 组 合 . 则 对 于 任意 给 定 的 整数 55:14, FEK p> 0 有 关 的 正 
常数 6 及 C, θες Es, Ep ΤΕ ΠΑΣ 89 € € (0, e], Cauchy 问题 
(12.2. 61)-(12. 2. 62) 4& t> 0 LAER- ΦΑΞ u — u(t, z) € Xs c.. 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 上 在 区 间 [0, 十 ce) 的 一 个 零 测 集 上 的 数值 后 , 成 立 


u € C([0, +20); HŠt1(R:)), (12, 2. 74) 
u, € C([0, 4-09); HŠ(R°)), (12,2, 75) 
ü, € C([0, 4-020; H*?^ (Ry, (12. 2. 76) 


为 用 整体 迭代 法 证 明定 理 2.1, 对 任何 给 定 的 vE Xs c. 由 求解 下 述 线性 双 
曲 型 方程 


[ Ju = Fo, Du, D Du) 


def. 3 3 
= Mb; (u, Duju, 2-29 jas Cv. Du)u, +F, Dv) (12. 2. 77) 
i. j=l did j=1 d 


具 初 值 (12. 2. 62) f] Cauchy 问题 ,定义 一 个 映照 
M : v—> u = Mv. (12. 2. 78) 
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我 们 要 证 明 : 当 s 盖 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 Cv fd E = Ce 时 ,M EX s. pP 
具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 (12. 2. 61)-(12. 2. 622 f£ (£270 ΓΗ 
整体 经 典 解 . 

为 证 明 上 述 结论 ,关键 是 证 明 下 述 两 个 引 理 . 

引 理 2.4 在 定理 2.1 的 假设 下 , 当 羽 请 0 适当 小 时 ,对 任何 给 定 的 v € 
X; ps u = Mo 满足 


Ds(u) < C, {ε-- /ECE + D; G2), (12. 2. 79) 
其 中 C 是 一 个 与 二 0 无关 、 但 可 与 0 之 0 有 关 的 正常 数 . 
引 理 2.5 在 引 理 2.4 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 可 ,可 EX ,车 如 二 MD 及 
D; ,(&—uW)sC,VEXGS; ,(&—u)--Dg4(»—9)), (49.2. 80) 
JBPOX—^5bc0XX235po04XMiE. 
2.4. 5|38 2.4 538 2. 5 的 证 明 
下 面 我 们 只 证 明 引 理 2. 4. 5| 8 2. 5 的 证 明 可 类 似 地 进行 . 
首先 估计 | ult, 1) | F 5-1. 2" 
由 Von Wahl 不 等 式 [ 见 第 四 章 (4. 5, 8) 式 ], 易 知 成 立 


ll ur. -) | "EYE t. +Í | Fw, Dv, D, Du) e, -) | ja, s 
0 


(12. 2. 81) 
为 估计 || Feo, Do, D, Du)(z, 2 || r sa, š ,首先 估计 下 中 的 二 次 项 NO, 
D, Du), 由 零 条 件 假 设 , 它 不 显 含 注意 到 N(Dv, D, Du) X T D, Du 为 仿 射 ， 
且 包 含 "的 一 阶 偏 导数 ,由 引 理 2. 1, 它 应 是 形 如 N, O u, v) NU CO; us v) 及 
N, Cu, v) 的 项 的 线性 组 合 . 因此 ,我 们 只 须 估 计 IN CO u, ο) (τν D | suis 
| N; (Gu. v. 2 1, sa. $ 及 || Νο(υ» υ)(τ. 2 Il p spå 
以 N(Əu, VBEN, u, 0 Na C, u, v). HBI 2. 3 易 得 


| NG u, v) | r.sa,5 < C Ὁ | NXO*8;u, T^») || Sag; : 


|4ῃ η ο [S1 
C12. 2. 83} 
而 由 引 理 2. 2.78 


| Γ2υ)(τ, x) | 
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κοι--τ | PT^8, 2 Ge, z) || DI^ we, m) | 
十 | DIT“ 3 ulr, z) || TT vlr, z) |). (13.3.88) 


f£ | & I| LEUR | ke Ic | |], 从 而 由 Holder 不等式 有 


í. 
= || [Tru [| DI^ | Ce, -) νε 
+ || DT^8;u || PT*v| (z, 2 || ise; 
< C || Du || T. 5. 2 loll τ. [F ai. 3 


再 利用 插值 不 等 式 ( 见 第 五 章 引 理 2. 4) ,就 有 
I <Cl ss lol sj. | oli pta 
s —— s=] 
这 样 ,利用 第 三 章 推论 4.4 (在 其 中 取 w 一 3, N= | E53 ha, po 2, 5-2). 
并 注意 到 当 S> 14 时 ,有 | 5 Lea cs, 就 有 


«ος ο Du llasa lolly [23s 2 
κο(1--τ) 3 * I Dulgssllvlg sus 
EE 


(12-0 3 "ED; GO. (12. 2. 84) 


在 | 和 [<] k BEA [ki I< [FF ,注意 到 第 三 章 (3.1 20 式 , 并 再 次 
利用 第 三 章 推论 4. 4, 就 可 得 到 
def. 
I — || PT^28;u || Drv | (τ. 2 || S gg, 
« C | PT^3,u | sq, | Droll se 
< C | Du | r. [32 ]a.3 | Do | Γ. 5. 2 
«C | Du [3 3 [32 ]a. = | Du | Š [32 ]a.2 | Do || Γ. 5. 2 
κοα i | Du |+ [S2 pos. 2 | Dv | s s 
«C407 | Du | T. 6. 2 | Dv | Γι 5. 2 
« C H ΕΡε(ω). (12. 2. 85) 


A-H, 在 | || k: | BF, 由 第 五 章 引 理 1. 3, 并 注意 到 第 三 章 (3. 1. 26) 式 
及 插值 不 等 式 ( 见 第 五 章 引 理 2. 4), 易 得 
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def. 
II — | Dr“ u || Trv | (τ, 2 || e, 
«C | PT^8;u | ag, | DPI Sv || a; 


«Cl Du | 1 [Ha | Du | $ aae | Dv || p s.a 
再 利用 第 三 章 推论 4. 4. YE S 14 时 就 得 到 
Il « Ca --27 | Du ll, so) Bel, ， 
< CQ +> HED, lu). (12. 2. 86) 
这 样 ,由 (12. 2. 82) (12. 2. 83) 就 得 到 
| Νο (θα 9G. D [ras | Nalus or, Dn sais 

< CQ +r) 3" ED&GO. (12. 2. 87) 
类 似 地 ,可 以 得 到 

| Notos υ)ίτ, 2 ||, < Ca ο (12. 2. 88) 
合并 (12. 2. 87) KK C12. 2. 88) 二 式 ,就 得 到 


| Νέο, D, Du)(z, 2 || s < CO +; "EC + DsG2). 


(12. 2. 89) 
现在 记 
HC, Dv. D, Du) = Fw, Dv, D, Du) — NCDv, D, Du), 
(12. 2. 90) 


它 包含 一 切 超过 二 次 的 项 . 注意 到 (12. 2. 77) 式 ,可 将 其 具体 写 为 


3 3 
HG, Do, D, Du) = >; balv, Dudus. 十 2271 ao Co, Do)u,, 


ἐν 1ΞΞ1 2-1 
+ Ε(υ. Dv), (12. 2. 91) 
其 中 , 5, 00. a Q) ΚΕ) 在 4 = Q; (4,), i 二 0, 1, 2, 3) = 二 0 的 一 个 邻 域 
中 充分 光滑 , 并 满足 


by Q) =b; Q) G, j = 1, 2, 3), (12. 2. 92) 


η 


b Aa as; (A) e EX[ 4 [73 G, 4.95 1, 2, 35, (12. 2. 93) 
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FOU eot PR (12. 2. 94) 
利用 第 五 章 关于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 RIE 
| Η(υ, Do, D, Du)(z, 2 || suis 
<C|| G, Do) || rs. Cl D'ull c sia | Cos Do) | p, [s=]. 
+ || Cos Do) || s. || Go, Do, Dw) lg psg.) (12. 2. 95) 
利用 插值 不 等 式 ( 见 第 五 章 引 理 2. 4) ,并 利用 第 三 章 推 论 4. 4, 且 注意 到 S 14, 
就 有 
| Go, Du) (z, 2 || p, [82]. 
«Οἱ, Ρο) || (3253... l Go, Dv) ll & ps2]. 
« CQ - 075 || G, Do) |. ps2. 


« CO o 075 || (o, Dodir, 2 lg sas 
« C4 05*E 
及 类 似 地 有 

[Duces 2 || p, [82], SCHODU), 
这 样 ,由 (12. 2. 95) 式 易 得 


| HCv, Dv, D, Γω)ίτ. -) | < Ο(1-τ) FAEN E+ D$G2). 


Γ.5-1..ξ 
(12. 2. 96) 
H (12. 2. 88) Λἑ(12. 2. 95) 式 ,最 终 我 们 得 到 了 


| Ευ, Dv, D, Du) (z, 2 || s.s S CO OEE + Ds u)), 
(12. 2. 97) 
从 而 由 (12. 2. 80) 式 得 到 
| us 2 lg οι.» S Cle HEE -Dg 222). (12. 2. 98) 


最 后 ,我们 来 估计 |l Du, D, Du), 2 ls ss 
对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 “(| k |< S), 我 们 有 第 九 章 中 的 能 量 积分 公式 
(9.2.41), 其 中 G 及 分 别 由 第 九 章 (9. 2. 39) 及 (9. 2. 40) 给 出 (在 其 中 均 取 n= 3). 
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注意 到 第 三 章 (3. 1. 26) 式 及 Sl, 容易 看 出 ,有 
PS BSD BI [κο ll (Dv, ΡΡυ)ίτ, 2 || ue, | Dule, 2 |2 sdt 
<d. lut [κ ο. | Dut, «) 2 sdr 
<c a»? ws «0 Ia uaa lD ας, y Nad 


= cj (14-0 ED udr 
0 
= CUO" ED luj: (12. 2. 995 


现在 来 估计 GG. ) 的 L B. 
由 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 利 用 注 2. 2 中 之 (12. 2. 72) 


式 ,并 注意 到 当 Sz 14 时 ,| 2 esc s—4, 易 知 有 


| (° DG; Co, Dou, , ) —b; (o, DT" Du, , )(z, 2 ll it, 
<Ci | (Ds, Ευ) ll y (5... | Dll s sz 
+ || (Do, Do ls; ll D'ulp p]. 
SA lelne [Da e s a t Oo Do | sio lala [3]. 
< CAHD EDs(u). (12. 2. 100) 
此 外 ,类 似 地 有 
| (b; Co» Do)(T* Duss ) — (* Du), )(z, 2 || ae, 
«C | b; Co, Do) || >a | D'u νο 
«C | Co» Du) || =a, | D'u || ps 


« C(1+ 0 "EDs Gu). (12; 2, 1015 
对 G 中 含 aw 的 项 可 以 同样 地 估计 ,从 而 就 有 
| Ω.(τ. 2 αμ, CO FO EDsGO, (12. 2. 102) 
于 是 
| N [< CA +D”E D} w). (12. 2. 103) 


最 后 ,我 们 估计 ει(τ. OR 17 Ë. 
为 此 目的 ,将 第 九 章 (9. 2. 40) 式 改写 为 
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g, = I* DFW, Dv) + >) Br (Fw, Dv, D, Du) — FCo, 0)) 


HII 


+ >, Bur FG, 0) 


μ|ςε|4| 


3 ἃ 
= T* DF Co, Do) - b Bari M b; Co, Do)u, , 4-2» ayto Dv)u, 
7 τσι j 


ES 5 j=1 


+ (Co, Dv) — Fo, 0) + Σ) Bur F, 0) 


HI 


=L L4 L. (12. 2. 104) 
由 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 特 别 利用 其 中 的 引 理 1. 4. 
就 有 
[ T; |a | & CI ῬΕ(υ, Do 2 κει 
= C( || Cv» Dv) c, 2 || ν [1]... | (Do, D 2 || s si 
+ || Dos ΡΡυ)(τ, d lasa Gos Do). 2 || s [5]4.- 
(12. 2. 105) 
HE 2. 2 中 之 (12. 2. 722: 3E TERES] S> 14,78 
| Cv. Du, 2 |. [S Ja. < Cllvll Fs]. 
Col SELFIE, 
于 是 可 得 
[ Γι |a |, SCHIE. (12. 2. 106) 
类 似 地 ,有 
| Tz {με 


«οἱ IG» Ρος, 9 ls, p]. CI Dule 3 || s + | Dokr, 2 nsa) 


+ || Dv, Dwr, 2 i s; Cl DuC 2 || p, [3]a. t | wes 2 lg [3 Ja. -)) 


LCU ECE Dw). (12. 2. 107) 
此 外 ,由 零 条 件 假设 ( 见 引 理 2. 1) ,显然 有 
Flu, 0) = O(| v |^). (12. 2. 108) 
因此 


| 1. | Loa) «CI Fw, 0) (7, :) | Ts S, 2 


第 十 二 章 ， 零 条 件 与 非 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 整体 经 典 解 ”287 


ec > | IT“ v- rv- rul, .) | μμ: 
| ki [+I] &2 [+l k3 ISS 


| ki |S] k2 |S] ka | 
(12. 2. 109) 
I S 
由 注 2.2 中 之 (12. 2. 71) 式 ,并 注意 到 在 S > 14 时, |k | 十 | k, |< EIE 
S—4,# 
| Pos 2) | CQ 4-07 Q-H z—| x || Dlo) 
«C--04-[:—| z||Y*E GERA, 5. 
从 而 ,利用 第 五 章 引 理 1. 3 中 之 (5. 1. 28) 式 ,就 有 


--ᾱ I" vr, 2 
II L, l| z ge, < C(1 + zy ° E? || Ip pawa «fT | ite» 
< CIO 07E || Do(z, 2 | T. 5. 2 
ac gd t ET, (12. 2. 110) 


综合 (12.2. 106), (12. 2. 1072 & C12. 2. 1100 XX. HH C12. 2. 1040 5X 
就 得 到 
lg. Cs 2 lug, ΟΙ T0 7 7ECE3-DgQODO, (12. 2. 111) 
从 而 
| V |< C1+£)”EDs(u) (E + Ds(u)). (12. 2. 112) 
与 第 九 章 中 类 似 , 利 用 (12. 2. 99). (12. 2. 103) (12. 2. 112) 诸 式 ,就 可 得 到 


| Dut, 2 |, 4, < CO 0) (et VE(E Ὀς(ι))). 
(12. 2. 113) 
同样 ,用 与 第 九 章 中 类 似 的 方式 可 得 
| Dult, D | ps. < ΟΙ D'te-- VECE4-D4GO)). (12. 2. 114) 


综合 (12. 2. 98) K (12. 2. 1132 - (12. 2. 114) 5X. 就 得 到 所 要 证 明 的 
(12. 2. 79) xk. 
9| 38 2. ΑΕΕ. 
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$ 3. 二 维 非 线性 波动 方程 的 零 条 件 及 经 典 解 的 整体 存在 性 


C12. 3. 1) 


3.1. 引言 
考虑 二 维 非 线性 波动 方程 
u= F(u, Du, D, Du), 
δν ë ð 
ət’ E Pk == 


2 


> 为 二 维 波动 算 子 ,D = ( 


> 
Rt O= T πρ 
2 2 
Flu, Du, D, Du) = 25: bj u, Γάλα... 25a, Du)u,,. 
Ἔα, Du). B (12. 3. 2) 
iu 
à = Q; Q), ¿= 0, 1, 2). (12. 3. 3) 
假设 在 * = o 的 一 个 邻 域 中 ,例如 说 对 14 | s by OO «as; CO  Ε(λ) 是 充分 
光滑 的 函数 , 并 满足 
b, (A) = 5,00 G, j — 1, 25, (12. 3. 4) 
b 0) sn (A) e OX A [79 G, 4 = 1, 25, (12. 3. 5) 
FQ) = O(| À |°) (12. 3. 6) 
K 
3 ay 0085 Seems ll γεε R°, (12.3. 7) 
(12. 8. 8) 


i, j=1 


Hp om, 是 一 个 正常 数 , 且 
ag (À) = 85 +b; (A) G, ἡ = 1, 2), 


而 ô; 为 Kronecker 记号 . 
在 上 述 假设 下 ,(12. 3.1) 是 一 个 (至 少 ) 具 三 次 非 线 性 (相应 的 a = 2 ) 的 二 


维 拟 线性 波动 方程 . 记 
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Flu, Du. D, Du) = Clu, Du, D, Du) + H(u, Du, D, Du), 
(12. 8. 9) 


其 中 , Cu, Du. D, Du) 为 所 含 变 量 的 三 次 函数 , 上 且 关 于 D, Du 为 仿 射 , 而 
H(u, Du, D, Du) 为 高 阶 项 . 注意 到 (12. 3. D, Hu, Du, D, Dx) 可 写 为 


2 2 

Πέμ. Du. D, Du) = 2 b;(u, Dudu, +25 as; (Us Du Jú, 

j=l _ η j=1 

+F lus Du), (12, 3. 102 

其 中 , 5,00. a Q) RFEA) 在 1 = Q; (40.10. 1, 2 = 0 的 一 个 邻 域 中 
充分 光滑 , 且 满 足 


Bu A) = b; AY Gs j == T. 295 (12. 3. 11) 
b). a OC] ἃ |) G, j = 1. 23, (12. 8. 12) 
Ε(ὰ) 一 OCX |". (12. 3. 13) 


(12. 3. 10) 式 可 改写 为 
H(u, Du, D, Du) = Πι(α, Du)D, Du + Hj Cu, Du)Du + H,(u), 


(12. 3. 14) 
其 中 
2 2 
H, (u, Du)D, Du = 2a bu Gn Duu, , +2% Tojlu, Du)u,, ， 
(12. 3. 15) 
H, (u, Du)Du = F(u, Du) — F(u, 0) (12. 3. 16) 
及 
H,G = Flu, 0). (12.3.17) 
H (12. 3. 12)-(12. 3. 13) 式 ,有 
H,Q) = O(| À |), HAD = O(| À |°) (12. 3. 18) 
及 
H40) = O(| à |), (12. 3. 19) 


Ἡ-ημ ὰ-- (Αν (Α}» ἐ-Ξ0, 1, 2; (Αρ), i,j 50,1, 2, 1/21) RÀ = (Q; Qy, 
š ==" Oba Τα ο 
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对 具 ( 至 少 ) 三 次 非 线性 (a — 2) 的 二 维 拟 线性 波动 方程 (12. 3. 1) ,考察 其 
具 小 初 值 


¿= 0 : a = ep(r), u, = εφ(α) (12. 3. 20) 
的 Cauchy 问题 ,其 中 
P, 9 € C; (R°), (13.3. 21) 
且 
supple, p} C (x || x |< e) (o> 0 130). (12, 3,22) 


mi e > 0 是 一 个 小 参数 . 
由 第 十 章 中 之 结果 ,在 n= 二 2 及 a = 2 RF, Cauchy 问题 (12. 3. 1) 及 
(12. 3. 20) 的 经 典 解 的 生命 跨度 在 一 般 的 情况 下 只 有 如 下 之 下 界 估 计 : 


TG) 2 be ^, (12, 8, 23) 
其 中 5 是 一 个 与 无 关 的 正常 数 ; 即 使 在 非 线 性 右 端 项 不 显 含 4 时: 
F = F(Du, D, Du), (12. 3. 24) 
经 典 解 的 生命 跨度 也 只 有 如 下 指数 型 的 下 界 估计 : 
Τ(ε) > explae 2), (12. 8. 25) 


Ep a Eee 无 关 的 正常 数 . 但 是 ,下 面 将 要 证 明 : 只 要 方程 右 端 项 Flu， 
Du, D, Du) 的 三 次 非 线 性 部 分 C(u,Du，D, Du) 满足 适当 的 零 条 件 , 就 可 保 
证 Cauchy 问题 (12. 3.1) 及 (12. 3. 20) 具 有 整体 经 典 解 . 这 个 结果 最 早 见 于 周 忆 
1992 年 的 博士 论文 ,但 未 正式 发 表 , 直 到 1995 年 A. Hoshiga 在 其 文章 ( 见 [20]) 
中 才 正 式 给 出 了 相应 的 证 明 . 

参见 引 理 2. 1 中 之 (12. 2. 24) 式 ,三 次 项 C( u, Du, D, Dx) 所 满足 的 零 条 件 
由 如 下 的 形式 表示 : 


全 3 eus (un Du)N, C29; u, u) 
i αν b 
+ Σει(α» Du )N,(Ə;u s u) H-cCus Du, D, Du )N, (u, u), 
(12, 3. 26) 


于 此 及 今后 a, b. 0, 1, 2; is j, =l, 2, No 及 Nj, 分 别 由 (12; 2. 22) & 
(12. 2. 23) 式 定义 ,而 cupy ει Λε 均 为 所 含 变量 的 线性 齐 次 函数 . 此 外 ,对 于 高 
次 项 Hu, Du, D, Du) 的 表达 式 (12. 3. 14) ,在 此 情况 下 ,有 
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H; W) = Flu, 0) = Flu, ο) EF u (15. 8, 27) 
并 假设 成 立 
H A, 0), H,Q, 0) = O(| à |) (12. 3. 28) 
及 
FQ) = H,0) = O(| à |°). (12. 3. 29) 


注 3.1 对 (至 少 ) 具 二 次 非 线 性 (相应 的 a 二 1 ) 的 二 维 拟 线 性 波动 方程 具 
小 初 值 的 Cauchy 问题 (12. 3. 1) 及 (12. 3. 20) ,由 第 十 章 中 的 结果 ,其 经 典 解 的 生 
命 跨度 ,即使 在 (12. 3. 24) 式 成 立 的 特殊 条 件 下 ,也 只 有 如 下 的 下 界 估计 : 


TG) >be”, (12. 3. 30) 
其 中 是 一 个 与 6 无 关 的 正常 数 . 此 时 ,对 零 条 件 的 研究 更 为 困难 ,目前 仅 有 
S. Alinhac 在 一 特殊 情况 下 的 结果 , 见 第 十 五 章 2.1( 参 见 [3]). 
3.2. 度量 空间 X, ,. 主要 结果 
由 Sobolev 嵌入 定理 ,存在 适当 小 的 E, > 0, 使 成 立 
να s Vf € HXGD, [fla SE. (13.3.31) 
对 于 任何 给 定 的 整数 S — 8 及 任何 给 定 的 正 数 EK E). 引入 函数 集合 


Xs z = {vt, z) | Ῥε(υ) < E, 3 v(0, z) = u” (z) 
(—0,1,*, S--1)), (12.3.32) 


这 里 
Ds) = sup(1 +) ° [| (Dv, I'd A | x sa 
+sup(1 +) 2 ο HA? | oG, 2 [yasa =o 
| (12. 3. 33) 


其 中 为 一 个 适当 小 的 正 数 ( 例如 可 取 5 =) u? D Q= ο 


的 定义 如 § 2. 3. 
在 Xs. 上 引入 如 下 的 度量 : 
ρ(υ, T) = Ὀεκ(υ-- 9). Vu, ú € Xs, (12. 3. 34) 


M e > 0 适当 小 时 , X, rE AMER 0956 £ BE EIS |a]. 以 Xs eid Xs 5 的 一 个 子 
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集 , 它 由 X. :中 对 任何 给 定 的 t 20. 对 变量 > 的 支 集 不 超过 {x || < |< :+p) 
的 一 切 元 素 组 成 . 

本 节 的 主要 结果 为 如 下 的 

定理 3.1 在 假设 (12. 3.4)-(12. 3. 8) 及 (12. 3. 21)-(12. 3. 22) 下 ,进一步 
假设 非 线 性 右 端 项 F(u，Du，D, Du) 满 足 前 述 的 零 条 件 , 即 其 中 的 三 次 非 线性 
项 Clu, Du, D, Du) 由 (12. 3.26) 式 给 出 ,而 高 次 非 线性 项 Hlu, Du, D, Du) 
并 满足 (12. 3. 28)-(12. 3. 29) 式 . 则 对 于 任意 给 定 的 整数 S> 8.44 5 p> 0 有 
关 的 正常 数 6 A C, f£ Ce < E, , ΒΑ ΤΕ ΠΑΡ 65 € € (0. ει]. Cauchy 问题 
(12. 3. 1)3 (12. 3. 20) 在 上 之 0 上 存在 唯一 的 整体 经 典 解 & — ult, α) € Xs ς.. 
此 外 ,在 必要 时 修改 对 上 在 一 零 测 集 上 的 数值 后 ,对 任何 给 定 的 工 二 0, 成 立 


κεο(ο, T]; HP! CR», (12. 3. 35) 
u, € C([0, T]; ΗΠ}, (12. 3. 36) 
üa € CQqo, T]; H^ Ov». (12. 3. 37) 


为 用 整体 迭代 法 证 明定 理 3. 1, 对 任何 给 定 的 v€ Xs κ. 由 求解 下 述 线性 双 
曲 型 方程 


[Ju = Fw, Dv, D, Du) 
def. 2 2 
= Mb; Co, Do)z -- 29 a; v. Do)u, + FCo, Dv) (12. 3. 38) 
i j=l ai j=l . 
具 初 值 (12. 3. 20) {1 Cauchy 问题 ,定义 一 个 映照 
M : v—> u Mv. (12. 3, 39) 


我 们 要 证 明 : 当 e 之 0 适当 小 时 ,可 找到 正常 数 C, 84 E = Ce If, MEX s, g "P 
具有 一 个 唯一 的 不 动 点 , 它 就 是 Cauchy 问题 (12. 3. 10€ (12. 3. 20) 在 上 之 0 上 
的 整体 经 典 解 . 

为 证 明 上述 结论 ,关键 是 证 明 下 述 两 个 引 理 . 

引 理 3.1 在 定理 3.1 6 Ri F, 35 E> 0 é Sp Br S HEBEL o € 
X. z+ u = Mo 满足 


Ds(u) < C, (€+ E(E+ Ὀς(ι)}. (12. 3. 40) 


其 中 C, Z—45 e ZX dg sr 5 o> 0 有 关 的 正常 数 . 
引 理 3.2 在 引 理 3.1 的 假设 下 ,对 任何 给 定 的 五 , 0 € Xs c. Xu = Mo Z. 
去 二 M5 KÄRU, 页 € X. κ. I| & + 
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DD (δα 333 
其 中 C, R — 5 e ZX ATH o> 0 有 关 的 正常 数 . 
3.3. 5|38 3. 1 I& 5| 3 3. 2 的 证 明 
下 面 我 们 只 证 明 引 理 3. 1. 5| ΒΗ 3. 2 的 证 明 可 类 似 地 进行 . 
Hog [ats 2 | >. z... 
由 波动 方程 的 解 的 元- LU Αα (ΜΑΡ pu se zEgB 6. 1 及 定理 6. 2, 并 在 其 中 
δη -- 2, -- 0) 8 
| ulz, © | T ΒΓΝ,. 
«Cao tef (14-073 || FG» Do, D, Du) Cr, ) || p ς ι κάτ). 
(12. 3, 42) 


为 估计 | Feo, Dv, D, Du), 2 || ,si.1 首先 估计 

[| CCo, Dv. D, Du)(z, 2 || κ - ιν. 由 (12.3.26) 式 ,为 此 只 需 估计 

|| (ο. Do)N(Ə; u, υ)ίτ. 2l asa Δὲ 

| Co, Dv. D. Du)N,Go, ο) (τν) || sui PDA NOS u, vw) 记 零 形式 
Nolti, v) Κα NN CO. u, v). 

由 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 有 


| Cos Ρο)Νίδα, v 2 Ίρις ια 
< CÇ || G, Do) [νι p. [NG u, 9 ll i 


+ || G, Dv) || rene Νέδα τ) || uu. i. (12. 3. 43) 
由 引 理 2. 3, 有 
| 
[ει Hk, ISl 
(12. 8. 44) 


而 由 引 理 2. 2.450 (12. 2. 81) 式 . 从 而 ,类 似 于 (12. 2. 86) HWE ZE S — 8 BJ 
可 以 得 到 


| Nau, 9 ) lasa COD EDgGO. (12. 3. 45) 
类 似 地 ,可 证 明 


| Νίϑ,ε., (c, -) |... -,, SC HED lu). (13.3. 46) 
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这 样 , 由 (12. 3. 43) 式 ,并 注意 到 在 S — δΗΝ 
| Co, Du) Ces .) | T. [32]. == C | συ | r. [Sz Ἴμαι o 
< C | u | T S—2, eo eC -ὈΓΞΕ, 


(12. 3. 47) 
就 可 得 到 
|| Co, Do)N(Ə; u, υ)ίτ. 2 || psa, 1 SCA + z) ""E'DsGo. 
(12. 3. 48) 
类 似 地 可 得 
| (v, Dv, D, Du) N,Cv, 9), 2) | ES 
& C 4-0) "*E* CE-I-DsG). (12. 3. 49) 


| ον, Dv, D, Du)(r, 5) | IS 5-1. 1 
«CO --n2 EXE Dy»). (12. 3. 50) 


下 面 估 计 | Π(υ. Dv. D, Ὀι)ίτ. D | Ρ.5 11: 
H (12. 3. 14) 式 并 注意 到 (12. 3. 27) 式 ,有 


Η(υ. Dv, D, Du) 

= H, (v, Dv)D, Du + H; (v, Dv)Dv + FO 

= (H, Cv, Dv) — H, Co, 00D, Du + CH; v, Dv) — H5 Cv, 00) Dv 
+ H, Cv, 00D, Du + H5 Cv, 00Dv + Ε(υ) 


dell — = 
= H, (v, Dv)DvD, Du + H, (v, Dv) CDv)* 
+H, (v, 0)D, Du + H, (v, 0)Do + F(%), (12. 3.51) 


其 中 
Ηι(ὰ), H,Q) = O(| À |°). (12. 3. 52) 
利用 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 特 别 是 其 中 的 引 理 1. 4， 
就 有 
| Hi Co, Dv)DvD, Du || psa.: 
«C | Co, Do) Do |... ll Dèu || su; 
« C( || Co» DO? |l e 221. | Dv ll c sai 


+ | (v, Dw) (Dw, D°) | P, S: | v || p; [513 Ja. - | D'u | IS.5,2^ 
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同 理 , 有 
|| Cv, Do) Dv, Dv) οι 
< Cç | Go, Do) || y, ps]. = l| (Do, D'o) | p sa 
+ | (Dos D'o) ls s,s (ο, Duy ls [2]. a). 
注意 到 | Co, Do ll rsaJ.— < C| Go, Do) r. p]. = B 4 S > 8 Bf, 


[ha < S— 2, 就 可 得 到 


| Ηι(ο, Ρυ)ΡυΡ, Dul, ) || 44, SCA HDE? Ds Go. 
(12, 3. 53) 
类 似 地 ,有 
| HC Ὀυ)(Ώυ) (τν |. a, I ΞΟ τε, (13, 3.54) 
此 外 ,利用 第 三 章 引 理 1. 4, 并 注意 到 假设 (12. 3. 28) 式 ,有 
I HiCv, 0)D,Du(r，.) lg ga 
«Ου [r p]. 2 I Du |l s a. + lv Do |l p sail Du ly, (8214.27 
连续 使 用 第 三 章 引 理 1.4, 有 
ον «κ [° ay | Dv | ς, s 1,23 
此 外 , 易 见 
Il v Ir [saja SC lv lli [sag lvl. 2.2 
于 是 ,注意 到 S — 8 就 易 得 
|| Hi Co, ΟΥΡ, Dules 2 li sa. 


e Ghelssasstl€elzasdüdDelssslPDe]sss 
= OO 4-0) ες D. (12. 3. 55) 


同 理 , 有 
| IH, Co, 0) Doles) Is uu i SCELERE TES, (12, 3. 56) 
最 后 ,由 假设 (12. 3. 29) ,有 
| FC, 2 | aa το οτι 22]. lvl s; σα --τ)'“Έ'. 
(12, 3. 57) 
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合并 (12. 3. 53)-(12. 3. 57) 式 ,就 得 到 
| HCv, Dv, D, Duy(z, 2 || si SCU FO ME (E+ D(a)). 
(12. 3. 58) 
再 注意 到 (12. 3. 50) 式 ,就 有 
|| Pea, Dv, D, Duy (e, 2 ll, 44, « CO 4-0 "*"E*CE43- Ρε“). 
从 而 由 (12. 3. 42) 式 可 得 
[εν Sh so CCUA {e EED). (12. 3. 59) 


下 面 估计 | ult, 3) | T, 5. 2° 
注意 到 a = 2, 且 由 假设 (12. 3. 29) 易 知 第 十 章 中 的 (10. 1. 23) 式 成 立 , 因 
此 ,可 将 F(v, Dv. D, Du) 写 为 第 十 章 (10. 4. 10) 式 的 形式 , 即 


Feo, Dv, D, Du) = Σ}9,Ω,(υ, Du) + 3] Â; Cv, u, 


i=0 i, j=0 


2 2 
二 Σ B;jm (v, Dou, u, + 2 C; (v, Dv)v, u, 


i. j. m = 0 is j=0 
j+m21 
--FG», (12. 3. 60) 
且 第 十 章 中 相应 的 (10. 4. 12)- C10. 4. 14) 式 成 立 , 即 有 
G,Q) —20(|A2|0. i20, 1, 2; à = (v, Du), (12. 3. 61) 
H ο (ω. Du) G = 0, 1, 2 关于 Du 为 仿 射 ， 
ÁÀj;G) = XC v |), ἐν j = 0, 1, 2. (12. 3. 62) 
而 
Bo GQ, G. 00 =. QA [Ds ἐν $i m = ἂν 1, 2; À == Cos Du); 
(12. 3. 63) 


但 第 十 章 中 的 (10. 4. 11) 式 则 应 由 本 节 的 (12. 3. 29) 式 代替 . 
这 样 ,和 第 十 章 $4 一 样 ,Cauchy 问题 (12. 3. 38) 及 (12. 3. 20) ΚΠΕ α = Mv 
可 写 为 
u = Wi 41-13» (12. 3. 64) 
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Ë lz, = >ə G Gos Diu) (12. 3. 65) 
具 零 初始 条 件 的 解 ,w 是 方程 


υπο, Dv, Du, D. Duy 


(12. 3. 66) 
R u 同样 初 值 (12. 3. 20) 的 解 ,其 中 
Qw, Dv. Du, D, Du) 
"m Αγίου, u, + B Bj, Co, Do)u, tas, 
τ jme 
£1 GG. Dv)v, v, ， (12. 3. 67) 
i 
而 z 是 方程 
[lu = Fw) (12. 3. 68) 
具 零 初始 条 件 的 解 . 


和 第 十 章 (10. 4. 25)-(10. 4. 26) 式 一 样 ,可 得 


[人 rea | Gv, Du) (z, 2 ll s, s νάτ), 


i-9*0 


(12. 3. 69) 


2 
25 || GG; Du) (z, 21 pss 


mes | wc, -) [|x [3115 || (υ, Ρα}(τ. 2 || sus s 
+ dated | p. ll Dues 2 || s. pa... ll wr «) 1 s ε). 
(12. 3. 70) 
ΠΕΙΣ SI 8 BF. 


| vr 2 ll rs. CH ve 2 Ha a CODE 


|| Dur, :) || p, [1]. x C || ute, :} | = εν 


«CJ ute, JN, s,s «σα +: Dilu), 
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就 有 
a l 
M Gw, Du), 2 |, 4, SCO HDE’ (E+ Ds(u)), 
i=0 
(15.3, ΤΊ) 
从 而 由 (12. 3. 69) 式 可 得 


[αι (εν 2 lg s; CELHA HEED hih (8.3, 72) 
此 外 ,由 第 十 章 (10. 4. 31) 式 ,有 
|| as :) γι 
«capt [ef | Qw, Do, Du, D, Du Ces 2 ls s s 
Έτ) | Qim Do, Dus D, Dus 3 | s a n Sarl , 
(12, 3, 73) 


其 中 为 为 集合 [o Ὁ] |z |< pm es = 1 一 为， 而 


Qv, Dv, Du. D, Du) 由 第 十 章 (10. 4. 18) 式 给 出 . 
由 第 十 章 (10. 4. 35) 式 ,有 
| À. (u) V, u, Cr, 5) | na 8, $.x 
& Ct || υζτα 22 || = [3]. | Dur, 2 || x [S]a m | Dates 3 ] use 
+ || v»Dwte, 2 |= sal Dul 2 [νι p5]. 5x 7- (12, 3. 74) 
利用 插值 不 等 式 ( 见 第 五 章 引 理 2. 4), 并 利用 第 三 章 推论 4. 1 之 工 


ο ο ο — 2, p 2, N— [2], = 2). Ἡ 


| Dus 2 ls Fs].s.% 
< C || Dotr, :) | H [S] x | Doe, 2 | H [5Ἴ» εν ἃ 
« CQ 4-075 || Dv 2 | p [S haz 
« C4 2073 | Ῥοΐτ, 2 luu 
同 理 有 


| Dute, Ὁ ln Jsa SCOOT | Dules Ὁ rss 
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又 注意 到 第 十 章 (10. 4. 36) 式 ,最 终 由 (12. 3. 74) 式 可 得 


| Âp (ow u, (τ. 2 |x a s.n < CQ o7 E DG). 
(12. 3. 75) 
类 似 地 ,有 


| Bj, Cv, ο. πλου 


(12. 3. 76) 
K 
| Ç; Go, Du)u,u, (τ, 2 lis sn < CI+ OCHES, 02, 3, 77) 
这 样 ,就 有 
| Qw, Dv, Du, D, Du), 2 || s s ε.α 
« CO 4E 07S" ENE-E Ds G). (12. 3. 78) 
由 第 十 章 (10. 4. 43) 式 ,有 


| Â; (Wu,u, (z, J gai 
«Οἱ || Dole, 2 | ss ll DuC 2 ln (51.2 ος. w 
κ. | Ῥυίτ, 2 lg [3.2 x | DuC 2 DH csl 
(12. 3. 79) 


利用 球面 上 的 Sobolev 估计 式 ( 见 第 三 章 定 理 2. 1 中 之 1 ,其 中 取 n= 二 2, p= 22, 
§ = DA 


| Dules 2 [νι [S]. 2.0.2 
«C | Due, 2 || [314.2 < C || Dv, 2 |, s; SCA +E 
及 
| Du (z, 2 || x. [Z], a & C | Dules :} || =, s CGQL +z)” DsGO. 
再 注意 到 第 十 章 (10. 4. 36) 式 ,由 (12. 3. 79) 式 就 有 
| As Cow, u, (τ. issn CO D?" E! Ds GO. 
(12. 3. 80) 
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类 似 地 ,有 


| B;, Cv, Dv)v u (z, -) | p. S. 1, 2. X; CUF tE? D, (u) 


ao EP 
D jm 


(12. 3. 81) 


K 
| G; Go, Do)u,o, (τ, 2 [s saan CEI, 
(12. 3. 82) 
这 样 ,就 有 


| Ο(υ. Dv. Du. D, Ρε}ίτ. -) | F. S, 1.3.2; 
< COHOT YE? (E+ D4GD). (12. 3. 83) 
将 (12. 3. 78) & (12. 3. 832 3X4 V A (12. 3. 73) ,就 易 得 
lla, G Jy PP « CO--0?*(e-- ECE4-D(i)2).. (12.3.84) 
最 后 ,我 们 估计 | us. .) | T. S. 2° 
由 第 十 章 (10. 4. 50) 式 ,有 
la lns SKCH [e | CFO, 2 Mss i 
: ; 
TO | FGXG, ο. 
(12. 3. 85) 


利用 第 五 章 关 于 乘积 函数 及 复合 函数 的 估计 式 , 并 利用 插值 不 等 式 及 第 三 
章 推论 4 1 中 之 工 (在 其 中 取 ? = 2, p = 2, 一 2), 可 得 


| For, «) | r. 5.5. χ 


= C || vrs J) |B EEJ oC, [νι [58]. | υίτ, 2 Hs 

«CI v, 2 Hi ps. ll or 2 ME sJ. eg llo 2 Masa 

< CO 4-05 [sts ϱ [1 p]. [206 2 |3 s. 

« CQ 4-073 E*, (12. 3. 86) 
同时 ,再 次 利用 球面 上 的 Sobolev 估计 式 , 类 似 地 有 


| FG», :) | Γ. 5. 1. 2. χο 
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« C || wr, :) | - [$]. = | υ(τ. -) | τ. [š |. 2. ος. X; | υ(τ. 2 | y, 5. ë 
«C || vtr, 2 [r [1]. | v0 2 | ras. 
< CADE". (12, 3, 87) 


将 (12. 3. 860 & (12. 3. 87) ΑΛΑ A (12. 3. 85) ,就 容易 得 到 


| us. yl. . ECCL HD? C - EP). (12. 3. 88) 
合并 (12. 3. 72) , (12. 3. 84) (12. 3. 88) 式 ,就 得 到 


l utt, 2l s; € COD?" (EE CE--D4GO)).. (12.3. 89) 


最 后 ,我 们 来 估计 | Du, D, Du), 2 ll sse 

对 于 任何 给 定 的 多 重 指标 RC] k |< 5). 我 们 有 第 十 章 中 的 能 量 积 分 公式 
(10. 2. 532 ,其 中 G, 及 g, 分 别 由 第 十 章 (10. 2. 54) & C10. 2. 55) 给 出 . 

f£ a = 2 的 情况 , 易 得 


Ill Hl HIE «ΟΠ, Ρο, Do, Ὁ Mga Dules 2 I, s νὰς 


<C ο ο. 
= COo E Dš G). (12. 3. 90) 
现在 来 估计 Οι(τ. ng L* gi 
由 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 在 S 三 8 时 易 见 有 
|| (T* D (b; Cv, Do)u,, ) — b; Go, Dv)I* Du, Wes 2 ll ae; 
«C | (Do, D*v) || p, 5... C | (Do, DD [S], Il Du | rsz 
+ l| (Dv, D: || s; | D'u lln ps7, 


«C || v Il r. [23 «€ [ο r. [š hz. | D*u | T. 5. 2 


t | Gv. Do) lh s,s luly, ΓΣ Ἴνα, ου) 


SG] oe]. ss o| gas e |D ας 
+ || (Dv, D°) | P.S. 2 E T. 5-2, ου) 
= GC -EO0 CE DCGD). (12. 3. 91) 
类 似 地 有 


| by Co, Do)(T* Duss, — (T* Di), rs 2 | ize, 
« CO +y "E Ds Ga). (12. 3. 92) 
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对 于 G, 中 含 o; 的 项 可 以 同样 估计 ,从 而 就 有 
[| Οι(τ. 2 || e CO d 0 TE Πε(ι), (12. 3. 93) 


于 是 
| N 1e c -- θε FÉ D. (12. 3. 94) 
最 后 ,我 们 估计 g 0S L^ 模 . 
为 此 目的 , 仍 将 第 十 章 (10. 2. 55) 式 改写 为 (12. 2. 104) 式 的 形式 . 
由 第 五 章 关 于 乘积 函数 与 复合 函数 的 估计 式 , 特 别 利用 其 中 的 引 理 1. 4, 并 
注意 a 二 2 及 S 宇 8, 有 
| h μις ΡΕ(ο, Doyles :} || μα. 
=< C || Cs Dv)* (Do, Dates -) || s,s 
κος Co, Dv! || n [$].5 | Dv, D°) || πο 
+ || Co, DvXXGDv. D°) || p s.a || Co, Do) |j [š aa ) 
«C | G Do) || Á [5]4.« ll (Do, D | s s. 
= | ο] E s z Q. | (Όν, D iss 
< C(1 +) Eš. (12. 3. 95) 
类 似 地 ,有 
| L ll æ, CO +z) USE? CE + Dg G2). (12. 3. 96) 
此 外 ,由 假设 (12. 3. 290 ,有 


l Illea SCI Fn, δε PT 
«Cl vli]. ντε: 


«C vlr so. οτε, 
e CQO-- ay ES, (12. 3. 97) 
这 样 ,就 得 到 
lg, Ces 2 lig, SCA UE (E +Dslu)), (12.3. 98) 
于 是 


| V [| C(1 --τ)Ε D GO E 4- D. G2). (12. 3. 99) 
与 第 十 章 中 类 似 , 利 用 (12. 3. 900. (12. 3. 94) & C12. 3. 99) 诸 式 , 就 可 得 到 
| Dult, 21s, SCHOD (e+ ECE--DgGO)). (12. 3. 100) 
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用 类 似 的 方式 可 得 
| Duct, D || s; ECCT tet ECE+ Βε(ι))). (12. 3. 101) 


综合 (12. 3. 59),(12. 3. 89) 及 (12. 3. 100)- (12. 3. 101) 式 ,就 得 到 所 要 证 明 
的 (12. 3. 40) 式 . 
5188 3. 1 ΠΕ. 


第 十 三 章 


Cauchy 问题 经 典 解 的 生命 跨度 下 界 


估计 的 Sharpness 


非 线 性 右 端 项 


F —F(Du, D, Du) KEA u 的 情况 


$1. 引言 


考虑 下 述 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 


[lu = FCDu. D, Du), 


t= 0 i w= Ela) p n, -- εφία), 


其 中 
e e 
He ə ΕΙ ari 
为 n 维 波动 算 子 ， 
9 9 8 8 
cdam l dk. ὥς ην pi fo ' x, 


9 及 少 为 充分 光滑 上 且 具 紧 支 集 的 函数 ,不 妨 设 
p, 9 € C; CRD, 
H. 


supp(@, 9) C (z || x |< p) (Co>>0 为 常数 )， 


而 e > 0 是 一 个 小 参数 . 
记 


M ; 
Or, 


(18. 1. 1) 


(13. 1.2) 


(13. 1. 3) 


(13. 1. 4) 


(13. 1. 5) 


C13. 1. 6) 
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À = (G), i =Ü, 1, =, mi Ug. d. j = @, 1, tom t= g ERA 


C LT 
假设 在 A ==0 的 一 个 邻 域 中 , 非 线 性 右 端 项 FQ) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,并 满足 
FQ) = O(| À |1), (13.1. 8 


mi a > 1 为 一 个 整数 . 

在 第 八 , 九 及 十 章 中 ,对 Cauchy 问题 (13. 1. 1)-(13. 1. 2) 的 经 典 解 ,已 经 建 
立 了 其 生命 跨度 T(e) 的 下 界 估计 式 . 除 证 明了 经 典 解 的 整体 存在 性 ITE) = 
+ °°) 的 情况 外 ,有 关 经 典 解 的 生命 跨度 的 下 界 估 计 分 别 为 : 

(OD Æ n = 1 BI I —9])882 o 29 1. 成 立 


TX) δε". (13.1. 9) 
(2) E n = 2 hf. Xf a = 1, 成 立 
Τ(ε) Z be ?, (13. 1. 10) 
而 对 wx = 2, 成 立 
Τ(ε) > explae 2). (18. 1. 11) 


(9) Æ a — 3 FË, e= 1. R 
T(e) > οκρίαε 1). (13.1. 125 
其 中 ,及 2 P3 5 e 无 关 的 正常 数 . 


在 本 章 中 我 们 要 证 明 上 述 这 些 生命 跨度 下 界 估计 的 Sharpness, 即 在 普 适 的 
意义 下 是 不 可 改进 的 . 为 此 ,只 要 证 明 : 对 某 些 特殊 选 定 的 非 线 性 右 端 项 
F(Du, D, u) 及 某 些 特殊 选 定 的 初始 函数 g(x) 与 (x) ,相应 经 典 解 的 生命 跨度 
满足 同一 类 型 的 上 界 估 计 ., E n — 2 及 a 二 2 的 情况 外 ,这 些 生命 跨度 的 下 界 估 
计 的 Sharpness 较 早 已 有 结果 , 见 P. D. Lax[38]( 对 n= 二 1 K a = 1 WIRA), F. 
John[ 23] %F n = 2, 3 及 a 二 1 的 情况 ), 孔 德 兴 [36]( 对 n= 二 1 及 a 三 1 的 情况 ) 
及 周 忆 L90]( 对 nn 主 1 及 奇数 a 宇 1 的 情况 ), 而 在 n= 二 2 及 a 二 2 时 的 相应 结果 
则 见 周 忆 \、 韩 伟 近 期 的 工作 L91j]. 


本 章 将 以 半 线 性 波动 方程 


"— (13, 1. 13) 
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具 初 值 (13. 1. 2) 的 Cauchy 问题 为 例 , 用 统一 的 方式 证 明 : 对 于 满足 一 定 条 件 的 
初始 函数 p(xz) 及 y(z) ,相应 经 典 解 的 生命 跨度 有 如 下 的 上 界 估计 : 
(1) Æ n = 1 时 ,对 一 切 a 主 1, μὲν 


Τ(ε) x be. (13. 1. 14) 
(2) 在 n= 二 2 时 ,对 一 切 a = 1, 成 立 
T(e) < be 2; (18, 1. 15) 
而 对 e = 2, 成 立 
T) < expla}. (13. 1. 16) 
(3) Æ n = 3 tf, Xf a = 1, 成立 
Tle) < explae ! ). (13. 1. 17) 
其 中 ,5 及 0 均 为 与 e 无 关 的 正常 数 . 
为 此 目的 ,在 8 2 中 将 先 对 形 如 
[Jg —] 2 F" (13. 1. 18) 


的 半 线 性 波动 方程 具 初 值 (13. 1. 2) ff] Cauchy 问题 ,给 出 解 的 生命 跨度 的 上 界 
估计 ,其 中 8 为 一 个 正 实 数 . 然后 利用 》2 中 的 结果 ,在 3 3 证 明 所 要 求 的 结论 
(13. 1. 14)-€13. 1. 15) 及 (13. 1. 17) ,而 8$ 3 中 对 结论 (13. 1. 16 ) 的 证 明 则 需 
要 利用 一 些 特殊 的 技巧 . 


$2. 一 类 半 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 的 生命 跨度 的 
上 界 估计 


在 本 节 中 ,我 们 考虑 下 述 半 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
Ou = | z, |"?, (13, 2, 1} 
t—0:u-—e€gQ(x), u, = ejCx), (13. 2. 2) 
其 中 LANEX, € 0 是 一 个 小 参数 ,其 余 的 假设 同 (13. 1. 8) & C13. 1. 5)- 
(13. 1. 6) ,并 设 
glx) > 0, φία) > 0, R. φ(α) = 0. (13. 2. 3) 
我 们 要 证 明 
引 理 2.1 假设 Cauchy 问题 (13. 2. 1)-(13. 2.2) 在 0 过 上 一 T(e) 上 存在 一 
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个 解 u = ult, Z)， 它 使 本 引 理 证 明 中 的 一 切 推导 均 有 效 ， 例 如 说 ， 


u € C([0, T(e)); H'(R")), (13. 2. 4) 
u, € C0, T(); H*(R), (18, 2, 5) 
其 中 
q = max(2, 1 十 了 )， (13. 2. ϐ) 
H. 
supp(u) C (G, z) || x |< t+ p). {15.3.19 


MJ 35 7η 46 v olr) A Cx) R (13.1. 5)-C13. 1. 6X (13. 2. 3) 时 ,成 立 如 下 
结论 : 


(D 当 B 二 — 时 ,存在 一 个 不 依赖 于 上 05 Eak, 使 得 
T) = be Ee, (13. 2; 8) 


(2) š p= L πο τα. 


T(e) < expíae 6). (13. 2. 9) 
注 2.1 与 引 理 2.1 的 一 个 类 似 的 结果 及 一 个 不 同 的 证 明 方 法 可 见 
周 忆 [90 |. 
引 理 2.1 的 证 明 ”以 如 下 的 方式 引入 函数 F(z): n= LB. Βα 
Fr = e° +e; (13. 2. 10) 
而 当 n = 2 时 ， 取 
F(z) =f e"" do, (13. 2. 11) 
αι 


HE w = Gy. m) H ω | = 1. 
显然 有 


F(z)> 0 (13. 2. 12) 


ΔΕ(α) = FG»), (13.2. 13) 
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” 


其 中 入 = > 2 H n 8 Laplace 算 子 . 


i=] Gr; 


E n > 2 Hf, ila = (w,，…, ω)). 由 旋转 不 变性 ,有 


Ες) =Í Fai dw 


g 


= | ο” dw, 
用 垂直 于 o, 轴 的 平面 截 割 单位 球面 S ,将 上 述 积 分 化 为 在 e, 方向 上 高 度 为 
dc, 而 半径 为 V1 一 oi 的 微 元 球面 带 域 上 积分 之 到 加 ,就 容易 证 明 


1 n—3 
F(z) = c| e^^ (1 — w)? do, 
一 1 


l E 9 2-3 
= c([ e" (1— o5) ? do, +| ο” (1— w): do, ) 
1 zaut 3 2.3 
= c(| ο) (1 — a$) ? do, 十 | e (1 ωἲ) ? do, ]. 
0 


Š 
再 注意 到 2.98 
FG) < cf e" (1—9) de, +C, (C, 为 某 个 正常 数 ) 
€ Gee [ grat —a Y? de, - C, 
= Ce"! |. renta (8: λ--| π| (1--ωι)) 
se je F? r eH aq 
au pap, (13. 2. 14) 


其 中 C, 为 一 个 正常 数 . 另 一 方面 ,显然 有 


FG) «e| ἁω-- Ce", (13. 2. 16) 


πο 是 一 个 正常 数 . 
合并 (13. 2. 14) 及 (13. 2. 15) 式 ,并 注意 到 (13. 2.122324 n > 2 Bl UE 


Qe Fc) ez Ces | z 7 , (13. 2. 16) 
其 中 C 是 一 个 正常 数 . 而 在 n = 1 时, 813.2. 10) 式 ,上 式 也 显然 成 立 . 
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Gr D = e F 623, 
H (13. 2. 13) 式 易 得 
δ.σ 2) = Gn, x) 
及 
Gy (ty x) ——GG, x). 
在 方程 (13. 2. 1) 两 端 分 别 乘 G(z，z) ,并 对 α 积分 ,得 


| Gu, 一 Aodz =Í G| w, | da. 
R R 
注意 到 (13. 2. 18 ,有 
| ,GAudz = | AG- udx =Í ,Gudz, 
R R R 
从 而 (13. 2. 20) 式 可 改写 为 
| Gu, — dz = | G | u, dz. 
R R 
再 注意 到 (13. 2. 19) 式 ,有 


HI Gudz= | Gu, — n dx 
dt? r" R' 


d aJ 
Ef γονὰς =| GG, — dz, 
从 而 利用 (13. 2. 21) 式 可 得 
d N 
So ta | G | u las 
这 样 ,对 + 积分 并 利用 初 值 (13. 2. 2) ,就 得 到 


| GG, war =ef FG ceo + God 
R 


+f Io | z, | "dzdr, 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


2. 


2, 


2. 


2, 


2. 


"D 


. 18) 


19) 


20) 


. 21) 


23) 


24) 


. 25) 
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将 (13. 2. 21) 与 (13. 2. 25) 式 相 加 ,得 到 


| co Tu)dr= e| FOP 二 Wz))dz 
R 


+| G lu μμ. 
R ον R 
注意 到 (13. 2. 19) 式 ,上 式 可 改写 为 


<| Gudz + ?| Gude = e| Fæ (Kr) 十 %CZ))dz 


ο ο. 
R ον R 


(13, 2, 26) 
id 
HQ) =| Gudz—=| | G | u, |" *dxdr 
R” 29 οὐ R" 
- £| Fada. (13. 2. 27) 
R 

H C13. 2. 3) 及 (13. 2. 19). 

HO) = £| FGoscode > 0. (13. 2. 28) 
R 


H (13. 2. 26) ,并 注意 到 (13. 2. € (13. 2. 122 ,我 们 有 


A HG) 2Η 
dt 


df | „sl Ha. 
E| Gude+2| Gudr—3) G |u | dz 


-f | ,Gu ardr—e] Feo cod: 


BI G | wu, |"*dx--e| Ε(α)φία)άα > 0, 
2 R” R” 
从 而 


d 


Te HG» zo. 
t 


于 是 ,由 (13. 2. 28) 式 就 有 
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HG) 320. 
从 而 


| Gudr> |  Feoscods- 7 all. G | à, | P dsdr, 


(13. 2. 29) 


d 


_ Β ET "m 
IQ) = -| FGO9GOde- ;| | ,6 | u, |edzdr, (19.2.30) 
AW, IG) > 0, HAA. 2. 29) 式 ,有 
Ιω) « | Gudz. (18. 2. 31) 
R 
利用 Holder 不 等 式 , 并 注意 到 (13. 2.7) 式 ,由 上 式 可 得 


-β. A 
Ko «| pois 
R 


ὃν = 
= u, . . ὧν 
(| σαχ) " G | u, | ^dz) (13. 2. 32) 
ο ere 


|x| tre 
H1 C13. 2. 103. 
| Gdx = ef Fielde. 
|r| <ø [<io 


而 利用 (13. 2. 16) 式 ,有 


l 


th e 
| Fædre « c] υπο... 
]x| ere Ó 


nl [to 
«cao*[ ddr 


0 


n-i 
< C r0: e"*, 
从 而 


J Ges C-L ry, (13. 2. 33) 


| x | to 


此 外 ,由 (13. 2. 30) 式 ,有 
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Γω -- 5) G | u, | dz. (13. 2. 34) 
R 


于 是 ,注意 到 (13. 2. 33) 式 ,由 (13. 2. 32) 式 就 得 到 


1+8 
rostri 
(14-0 2 

即 

G ous ~ _ Dp 
Ty LE z `, 

dt 

从 而 易 得 


IG) Ξε (Q0) -e| Clay s dry, 
0 
再 注意 到 (13. 2. 30) 式 ,就 有 
KO > (+= Cy as, (13. 2. 35) 
其 中 CG 及 CE 为 某 些 正 常数 . 由 (13. 2. 35) 式 就 容易 得 到 引 理 2. 1 之 结论 . 证 毕 . 
$ 3. 主要 结果 的 证 明 


在 本 节 中 ,我 们 考察 下 述 半 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 


[lu = u, (13.3.1) 
£= 0 z # = ep(a:y u, --εφία), (15. 3, 2) 

HEH a > 1 是 一 个 整数 ,es 二 0 是 一 个 小 参数 . 假设 成 立 
— < fs (13, 3.3) 


即 所 考察 的 n Μα 值 分 别 为 主要 结果 (13. 1. 14)-(13. 1.17) 中 所 对 应 的 情况 : 
n 二 1, a> 1 为 任意 给 定 的 整数 ; 
η Ξ ὃν α-- 12k a = 2; 
π-- 3, ë = T. 
定理 3.1 iEn — l,maD>1l 为 任意 给 定 的 整数 .初始 函数 g(r) 及 W(X) 除 
要 求 满足 (13. 1.5)-(13.1.6) 及 (13. 2.3) 外 ,在 a 为 偶数 时 ,还 要 求 
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Qr) = 0. (18, 3.4) 


则 存在 一 个 不 依赖 于 s 的 正常 数 b ,使 Cauchy 问题 (13. 3. 1)-(13. 3, 2) 的 经 典 解 
u = ult, z) 的 生命 跨度 T(e) 有 如 下 的 上 界 估计 
Ττε) be^, (13. 3. 5) 
Pp (13, 1. 14) Au x. 
证 ”考察 下 述 一 维 半 线性 波动 方程 
| (13. 3. 6) 
具 同 一 小 初 值 (13. 3. 22 的 Cauchy 问题 . 由 引 理 2. 1 中 的 (13. 2. 8) 式 (在 其 中 取 
2 一 1 及 8=o) ,其 经 典 解 的 生命 跨度 满足 (13. 3. 5) 式 . 
车 a 为 奇数 ;| & | = ων XF Cauchy 问题 (13. 3. 1)-(13. 3. 2) 就 立刻 得 
到 所 要 求 的 结论 . 
d o 为 偶数 ,注意 到 假设 (13. 3. 4) ,由 达 朗 贝尔 公式 ,Cauchy 问题 (13. 3. ϐ) 
及 (13. 3.2) 的 解 可 写 为 


ε a 1 "b (nrdGt-10 jns 
ua. 2 = 2 | ΠΟΘΕΝ | z, G, ο) | didis 


0* 2— (e=) 


对 1 求 导 ,并 注意 到 (13. 2. 3) 式 ,就 得 到 


ul, a) = Z (Wa D + 0 — D) 
+ 了 | u, (c, α--ἰ--τ) [^ a] υ.(τ, 元 一 所 二 可 [Heide SG; 


从 而 此 时 仍 有 | < |" — up. 同样 可 得 所 要 求 的 结论 . 证 毕 . 
定理 3.2 j& n = 2 š 3,.,m a = 1 并 设 初始 函数 p(x) 及 GO 8 (13. 1. 5)- 
(13.1.6) 及 (13. 2. 3) 式 . 则 对 Cauchy 问题 (13. 3. 1)-(13. 3. 2) 的 经 典 解 & = 
ult, z) 的 生命 跨度 T(e) 有 如 下 的 上 界 估 计 : 
(OD 在 n= 二 2 时, 存在 一 个 不 依赖 于 s 的 正常 数 0 ,使 
T(e) < be^, (13. 3. 7) 
8g (13. 1. 150 A >. 
(2) & n= 3B. 存在 一 个 不 依赖 于 e 65 E e ka AE 
Te) < εχρίαε 1), (13.3. 8) 
Pp (13. 1. 172 X A 3. 
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WE 在 引 理 2. 1 的 (13. 2. 8) 式 中 , 特 取 1 — 2 E 8— o — 1, 就 得 到 (13. 3. 7) 
式 ;而 在 引 理 2.1 的 (13. 2. DAP, FR n= 3 E B— a — 1, 就 得 到 (13. 3. 8) 式 . 
由 于 在 < 王 1 时 , | u |° = u" = ut, 由 引 理 2. 1 就 立刻 得 到 定理 3. 2. 

定理 3.3 ( 见 周 忆 ，, 韩 伟 [91]): 3E n = 2, m a — 2, 初始 函数 9(X) 及 φία) 
除 要 求 满足 (13. 1.5)-(13. 1. 6) 及 (13. 3. 4) 外 ,还 要 求 满足 


φία) = J| x |) Ξ0.Η. JC) Z 0. (13, 3, 9) 


则 存在 一 个 不 依赖 于 s 65 ER a,i Cauchy 问题 (13. 3. 1)-(13. 3. 2) $9 2 yh μὲ 
u = u(t, x) 的 生命 跨度 T(e) 有 如 下 的 上 界 估计 : 


T(e) < explae 2), (13. 3. 10) 


Bp (13. 1. 16) XX, 3. 
证 ”此 时 方程 (13. 3. 1) 为 二 维 半 线 性 波动 方程 


Clu = z. (13.8. 115 


下 面 将 证 明 : Xf Cauchy 问题 (13. 3. 1)- (13. 3. 2) HHE u = ult, z), fE X Bë 
|z |>¿ 上 恒 成 立 


u= 0, u, 30. CIUS, 3. 12) 


由 局 部 解 的 存在 唯一 性 ,Cauchy 问题 (13. 3. 1)-(13. 3. 2 [f£ u = ult, z) 
可 由 如 下 的 Picard 迭代 得 到 : 


u” (t, x) = 0, (13. 3. 13} 
Η. 
[Jg = (uy, (13. 8. 14) 
£= 0: u” = 0, α΄" — (| x |). (13. 3. 15) 
利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 在 区 域 | x |> € EJ sr 
κ. 2x 0, uf" 350. (13. 8. 16) 


事实 上 ,(13. 3.16) 式 在 m = 0 时 显然 成 立 . SUE u” 满足 (13. 3. 16) 式 ,由 
二 维 波动 方程 基本 解 的 正 性 ( 见 第 二 章 》1. 1 及 注 2. 2 ,并 注意 到 (13. 3. 9) 式 ， 
就 立即 可 得 在 区 域 | x |>; 上 成 立 (13. 3. 16) 中 的 第 一 式 . 为 了 证 明 在 区 域 
| x [Ze t ERZA. 3. 16) 中 的 第 二 式 ,注意 到 Wz) = (| x |), 由 径 向 对 称 性 ， 
就 有 
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u (t, x) =u” (t, r), (13. 3. 17) 
Hp r =| |. 这 样 ,Cauchy 问题 (13. 3. 14)-(13. 3. 15) 可 改写 为 


1 je 
(m) (m) (m) n—1) 43 
p — ü —V --ίω ys (13. 3. 18) 


= :ige,. ec. (13. 3. 19) 
由 此 易 得 


L 


(9! --Θ}}(»: u G, τὴ) = απλών abs 


Puy, (13.3.20 


t— 03 r£u — 0, (rtu), — er? jr). (13. 3. 21) 


(13. 3. 20)-(13. 3. 21) 可 视 为 一 个 关于 r; u” Ct, r) 的 具 非 负 右 端的 一 维 
波动 方程 的 Cauchy 问题 . 由 达 朗 贝尔 公式 ,与 定理 3. 1 中 的 证 明 类 似 , 可 得 在 区 
γι ΕΝ. 

pi μ΄” 0, 
从 而 证 得 (13. 3. 16) 中 的 第 二 式 . 这 就 证 明了 (13. 3. 12x. 
类 似 于 (13. 3. 20)-(13. 3. 21) ,将 二 维 半 线 性 波动 方程 (13. 3. 11) 具 初 值 
£= Ü z # = 0, n, e| 2 |} (13, 3. 22) 


的 Cauchy 问题 改写 为 


(à -Dw = Tr τα rt, (13. 8. 23) 


te priu, Utuy edi. (13. 3. 24) 
Hp u = ult, r). 由 达 朗 贝尔 公式 ,在 区 域 > 二 上 上 ,有 


i, € rt 
ri ati, A = 三 | PEE 
1 t (rT) jl -& 1 , 
4 E. (^ *uCr, 2) A ui (z, À) ) dad. 
(13; 3. 25) 
其 中 记 


Pir) =r (r), (13. 3. 26) 
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且 由 (13. 3.9) 式 ,有 
VY —0.H vw = 0. 
将 (13. 3. 25) 式 对 1 求 导 , 就 得 在 区 域 r >t EE 


FU r) = πα... + (r —t)) 


di a] Cue μμ AT aC, AD Lus lde 


E 3]. [3 πώ... vu iere AY uus dés 


从 而 注意 到 (13. 3. 122 € (13. 3. 27) 式 ,就 有 


rut. zo D) + ;| QC, AY) |, μιάς. (13. 


0 
H1 (13. 3. 27), 必 存在 一 点 o, > 0, 使 


Plo) > 0. 


dp 


KO = Go YE ut £6. 
在 -一 上 十 oa 上 考察 (13. 3. 28) 式 ,就 得 到 


ult) = Wo) + 了 | (z+) ! v CO dr. 
0 


Φ 


w(t) = PRA e] +o code 


显然 有 
v(t1) zw). 


H (13. 3. 32) 式 ,并 注意 到 (13. 3. 33) 式 ,有 


το (1) = je VO = ata uñ (D, 


(13, 3.27) 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


C18. 


(19. 


. 28) 


, 29) 


. 30) 


wal) 


. 32) 


.33) 


. 34) 
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atoy -- Fl) 0, (13. 8. 35) 


由 此 易 知 


1 


ΠΝ 


从 而 就 可 得 到 所 要 求 的 (13. 3. 10) 式 . 证 毕 . 


一 2 


uii) im (Swe)) 


第 十 四 章 


Cauchy 问题 经 典 解 的 生命 跨度 下 界 


估计 的 Sharpness 


非 线 性 右 端 项 


.F —F(u, Du, D, Du) WE u 的 情况 


$1. 引言 


考虑 下 述 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 


u= Flu, Du, D, Du), 


ἑ--Ο:α--εφία)» u, = eC), 


HH r= n s SEP US E 


ΒΕ ug 
E > exi 
为 n 维 波动 算 子 ， 
9 9 9 o 
JD. -- Pn p P" y jek = = Ər, y er 


9 及 为 充分 光滑 且 具 紧 文集 的 函数 ,不 妨 设 
P: 9 € Co CR"), 


H. 


suppí(e. 9) C {α || x |< p) (0 二 0 为 常数 )， 


If] s> 0 是 一 个 小 参数 . 
记 


9 9 
em. 


(14. 1. 1) 


(14. 1. 2) 


(14. 1. 3) 


(14. 1. 4) 


(14. 1. 5) 


(14. 1. 6) 
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À) 一 Q; (CP i= Ü, 1, ““". η (A5), i, š = 0, L, e, n, ¿=F Z= 1). 


(14, 1. 7) 
假设 在 4= 0 的 一 个 邻 域 中 , 非 线 性 右 端 项 FA) 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ,并 满足 
FÂ) = O(| À +), (14. 1. 8) 


m a > 1 为 一 个 整数 . 

在 第 八 、 九 .十 及 十 一 章 中 ,对 Cauchy 问题 (14. 1. 1)-(14. 1. 2) 的 经 典 解 
u 二 u(t, x), 已 经 建立 了 其 生命 跨度 T(e) 的 下 界 佑 计 式 . 除 证 明了 经 典 解 的 整 
体 存 在 性 ( 即 Τε) = 十 oo ) 的 情况 外 ,有 关 经 典 解 的 生命 跨度 的 下 界 估 计 分 
别 为 : 

A) Æ n = 1 时 ,对 一 切 整 数 a 三 1, 成 立 


a 


Tle) δε 2; (14. 1. 9) 
| wadz=o (14. 1. 10) 

时 ,成 立 
Τε) Ξε be 9e, (14. 1.11) 

而 当 满 足 
& F(0,0, 0) —0, Vitel B= 2a (14, 1. 12) 

时 ,成立 
Τε) z be *. (14.1.13) 

(2) £n — 2 Ka = VIS. 成立 
TG) 三 pe(e)， (14. 1. 14) 
其 中 e(e) 由 下 式 定义 : 

ee (e)n -|-ε(ε)) = 1; (14. 1. 15) 
| wdr=0 (14. 1. 16) 


时 ,成立 
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TG) Z pe t; (14. 

而 当 满 足 
Z F0, 0, 0 = 0 (14. 

时 ,成 立 
Τ(ε) z pe 2, (14. 


(3) Τη 2% a= 2 f, μὲν 


TG) >= bere, (14. 

而 当 满 足 
8^F(0, 0, 0) = 0, B= 8, 4 (14. 

时 ,成 立 
Τ(ε) > εχρίαε 2), (14. 


(4) 在 n= 二 3 及 a 二 1 时, 成立 


TO 2» be, (14. 


ifj 418 RL C14. 1. 18) Bf ,成立 


Τ(ε) > expíae  ). (14. 


| 


(5) 当 n = 二 4 及 a = 二 1 时, 成立 


T(e) > exp{lae 2), (14. 


其 中 a Kb 均 为 与 s 无 关 的 正常 数 . 


L. 


1, 


1. 


. 14} 


|, 18) 


. 19) 


20) 


. 21) 


22) 


23) 


. 24) 


.25) 


在 本 章 中 ,我 们 要 证 明 上 述 这 些 生命 跨度 下 界 估 计 的 Sharpness, HI fe ii 
的 意义 下 是 不 可 改进 的 . 为 此 ,只 要 证 明 : 对 某 些 特殊 选 定 的 非 线 性 右 端 项 
Fu, Du, D, Du) 及 某 些 特殊 选 定 的 初始 函数 PCz) 与 Uz) ,相应 经 典 解 的 生命 跨 
度 满足 同一 类 型 的 上 界 估计 . 由 上 一 章 中 的 结果 ,在 上 述 这 些 生命 跨度 的 下 界 估计 
中 ,(14.1. 13),(14. 1. 19), (14. 1. 22) 及 (14. 1. 24) 的 Sharpness 已 不 必 再 考虑 ,我 们 
只 需 论 证 下 界 估计 (14. 1.9), (14. 1. 11), (14. 1. 14), (14. 1. 17), C14. 1. 20). 
(14. 1.23) 及 (14. 1. 25) 的 Sharpness. KR n 一 4 及 ao=1 的 情况 外 ,这 些 下 界 估计 


的 Sharpness 较 早 已 经 得 到 , Ul, F. John[ 21], H. Lindblad[ 58 ] & [5 1Ζ, 


[87]- 


[89], Mi n = 4 K a — 1 HJ IS C14. 1. 25) 22 {4} Sharpness 则 是 近年 来 才 得 到 的 ( 见 


H. Takamura 与 K. Wakasa| 80 | & JAZ ΗΡΙ ΤΗΣ, Y BB uEBH[ 92 D. 


第 十 四 章 Cauchy 问题 经 典 解 的 生命 跨度 下 界 估计 的 Sharpness(£&) 321 


本 章 中 将 以 半 线 性 波动 方程 
[Qu — u^* (二 1 为 整数 ) 


(14. 1. 26) 


具 初 值 (14. 1. 2) ff Cauchy 问题 为 例 , 用 统一 的 方式 证 明 : 对 满足 一 定 条 件 的 初 


始 函 数 φία) A Cre) ,相应 经 典 解 的 生命 跨度 有 如 下 的 上 界 估计 : 


COD 在 二 1 时 ,对 一 切 整 数 a 宇 1, 成 立 
Τε) s bet, 
而 当 满 足 (14. 1. 10) 式 时 ,成 立 
Tee) « be τν 
(2) fEn = 2 a — VB, 成立 
Τ(ε) < beCe), 
其 中 eC B O4. 1. 15) 式 决定 ;而 当 满足 (14. 1.16) 时 ,成 立 
Τε) < be. 
(3) fEn = 2 X a = 2 BÍ, 成立 
T(e) « be $, 
(4) fEn= 3 a = 1). 成立 
T(e) a δε”. 
(5) #En—= 4 Μα-- 1 时 ,成立 
Τ(ε) < οχρίᾶε 2). 


Ἠηια kb 359 ε 无 关 的 正常 数 . 
为 此 目的 ,在 $3 及 $4 中 ,将 先 对 形 如 


[18 =| aj” 


(14. 1. 27) 


(14. 1. 28) 


(14. 1. 29) 


(14. 1. 30) 


(14. 1. 3D 


(14. 1. 32) 


(14. 1. 33) 


(14. 1. 34) 


的 半 线 性 波动 方程 具 初 值 (14. 1. 2) 的 Cauchy 问题 ,给 出 解 的 生命 跨度 的 上 界 估 
Wd p> 1 为 一 个 实数 . 然后 在 35 中 先 利用 》 3 的 结果 ,证 明 (14. 1. 27)- 
(14. 1. 32) ,再 利用 8$ 4 的 结果 ,证 明 (14. 1. 33). 29188] 83 - Š 4 中 的 结果 ,作为 
预备 ,在 8$ 2 中 先 给 出 一 些 关于 微分 不 等 式 的 引 理 . 此 外 ,为 X 4 中 之 需要 ,在 》6 


中 给 出 有 关 Fuchs 型 微分 方程 的 一 个 附录 . 
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82. 关于 微分 不 等 式 的 一 些 引 理 


在 本 节 中 ,为 了 下 文 的 需要 ,将 给 出 有 关 微 分 不 等 式 的 两 个 引 理 . 
引 理 2.1 (A T. C. Sideris[71]) 设 函数 了 二 IG) 满足 如 下 的 微分 不 


IG) >+), (14. 2. 1) 

CDs (14. 2. 2) 
AXCPbl1.aZ1AbLmOSXxd. 且 满 足 

(p— Da >6—2, (14. 2. 3) 


m 070 — DACA- ERA. W| I— IG 必 在 有 限时 间 内 破裂 ， 且 其 生命 
跨度 


TQ ac CS, (14. 2. 4) 
其 中 


2 一 1 
= : 14. 2. 5) 
57 Q aS ; 


而 C, 为 一 个 不 依赖 于 6 的 正常 数 . 
证 首先 证 明了 = IG) 必 在 有 限时 间 内 破裂 . 
将 (14. 2.1) 代 和 人 (14. 2. 2) ,可 得 


Το ες, (14. 2. 6) 


这 儿 及 下 文中 , CG = 1, 2, …) 均 表 示 正 常数 . 
注意 到 由 (14. 2. DEK a Z9 1. 有 


pa —b> a—22>—1, 


对 (14. 2. 6) 积 分 一 次 可 得 
I'(0 z C04 0^" —] 1’(0) |, 

从 而 必 存 在 T, — 0, 使 当 :z 时 ， 
I'X25 zm 0. (14. 2. 7) 


这 样 , 在 上 时 ,在 (14. 2.2) 式 两 端 分 别 乘 IG) ,注意 到 4b > 0, 就 容易 得 到 
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J? SGAO qn o» 
= Cs((l L gy *I*" {γ΄ J- CU dE 27) TP 
25 COLO P OD, 


从 而 ,注意 到 (14. 2. 1) 式 ,有 
POSG r aC, 
TD NL 
注意 到 4 这 1 及 (4.2.3) 式 , Cp - Da —6 29 0, H& DFE T, >T flo i 
T, 时 成 立 
1^2 GOHA I Ga), 
ΛΠ t> T, 时 ,有 


rO >G +yz Q. (14. 2. 8) 
4 
IG) = Q +° JC. (14. 2. 9) 
由 (14. 2.1) 式 有 
JO 2 (14, 2, 10) 


将 (14. 2. 9) 式 代入 (14. 2. 8) 式 ,并 注意 到 (14. 2. 10) 式 ,可 得 


b —1) 
E 


JO 2C, 40859] τ(ϱ yb 


= JOY[C,Q 4-07 r Ὁ) a th 07] 
J | ) 
C 
X- a ασ ^ —aa-o7 |. 
7 / = f 
注意 到 (14. 2. ο» a > 一 1, 从 而 必 存 在 五 > T, ή i> T, Bf 
成 立 
149) ΟΙ) ΣΣ (). (14: 2. 11) 
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注意 到 p 1, 由 此 容易 得 到 (7) 从 而 I() 必 在 有 限时 间 内 破裂 . 
下 面 证 明 关于 生命 跨度 的 上 界 估 计 式 (14. 2. 4). 


5 
1 十 rz 一 06% be 358 (1 + t) (14. 2. 12) 
K 
Η(τ) = àuchess I), (14. 2. 13) 
由 (14. 2. D-04. 2. 2), 易 知 成 立 
Ηωτα--ο", (14. 2. 14) 
H’”(D >C -4- 07H). (14. 2. 15) 


由 前 面 的 讨论 , H (z) 必 在 有 限时 间 中 破裂 ,从 而 由 (14. 2. 12) 式 就 立刻 可 得 
(14. 2. 4) 式 ,证 毕 . 

引 理 2.2 (参见 周 忆 , 韩 伟 [92]) 设 C^ jk h — AGO) Z b = EOD £ 0 < 
t<T Eb 


aG)A" O HRK OD LLW (D, (14. 2. 16) 


ak’ HR O Ze bCOR πω. (14. 2. 17) 


其 中 w 三 0 为 实数 , 且 


a(), BD >= 0, 0 t — T. (14. 2. 18) 
AR 
k(0) > AO), (14. 2. 19) 
k’) =h’ 0), (14. 2. 20) 
则 成 立 
k'CO S CD, 0 =< + < T, (14. 2. 21) 
从 而 
kG) > hOD , 0 < < T. (14. 2. 22) 


证 不 失 一 般 性 ,可 设 
k'O) > A'CO). (14. 2. 23) 
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若 不 然 , 设 &(0) = h'(0), 则 从 (4. 2. 16)-(14. 2. 17) 并 注意 到 (14. 2. 18)- 
(14. 2. 19) , 易 知 


k”(0) >h” (0), 
从 而 必 存 在 6 > 0, 使 
kG) kD DEI T 
于 是 ,注意 到 (14. 2. 190 ,就 有 
kG) SAs VO xx ë. 


这 样 ,只 要 在 其 后 的 讨论 中 将 上 = ó, 取 为 初始 时 刻 即 可 . 
用 反 证 法 . 若 (14. 2. 21) 式 不 成 立 , 则 注意 到 (14. 2. 23) ,由 连续 性 , 必 存 在 
(> 0, fil 


k'i δες σε r, (14. 2. 24) 
而 
k'i = h'G* 5, (14. 2. 25) 
于 是 就 有 
kU λε κ"). (14. 2. 26) 
另 一 方面 ,注意 到 (14. 2. 19) H C14. 2. 24)- 14. 2, 25) 就 可 得 到 
RU > ADs 0s cef, 
特别 有 


KU zm AGE 3. (14. 2. 27) 


这 样 ,由 (14. 2. 160-014. 2. 17) E (14. 2. 18) 式 ,并 注意 到 (14. 2. 25) É (14. 2. 27) 
式 ,就 容易 得 到 


ΚΣ; (14. 2. 28) 
这 与 (14. 2. 26) 式 矛盾 .证 毕 . 
$ 3. 一 类 半 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 的 生命 跨度 的 
上 界 估计 次 临界 情况 


在 本 市 中 ,我 们 考虑 下 述 半 线 性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
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u=] w |” (14. 3.1) 


t= Ü :w= eplir), u, εφί(α). (14. 3. 2) 


其 中 pp 二 1 是 一 个 实数 ,e > 0 是 一 个 小 参数 , 其 余 的 假设 同 (14. 1. DRAA 1. 5)- 
(14, 1. 62. 

我 们 首先 给 出 如 下 的 

引 理 3.1 (参见 B. Yordanov 5 Q. S. Zhang[84]) 假 设 Cauchy 问题 
(14. 3. 1)-(14. 3.2) 在 0 二 :一 T(e) 上 有 一 个 解 u = ul, r), 它 使 本 引 理 证 明 
中 的 一 切 推导 均 有 效 , 例 如 说 ， 


u € C([0, T(e)); H'CRO N LORD, (14, 3, 3) 
u, € C(0, Τίε)}ε LCR Da (14. 3. 4) 

Β. 
supp(u) C {Cts zy || x [< t-- p). (14, 3. 5) 


进一步 假设 初始 函数 PA VG RU 
[με(ωφαδάτ 5-0, | Fogad z 0, (14. 3. ϐ) 
R R 


其 中 下 (z) 由 第 十 三 章 中 的 (13. 2. 10)-(13. 2.11) 式 定义 , 即 


e -Fe^, n=], 

Fox) = (14. 3. 7 

" f edo, n> 2. i 
a 


MJ 3 0 << TG 时 , 成立 
| ο ο ο... (14. 3. 8) 
R 


其 中 C 是 一 个 正常 数 . 
证 ”由 第 十 三 章 82,F(x) 满 足 


AFG) = Ε(α), (14. 3. 9) 


Ü Fe D pg [y^ , (14. 3. 10) 


其 中 C 是 一 个 正常 数 . 
类 似 于 第 十 三 章 82, 令 
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Gt, α) = 6 F σσ), 
我 们 有 


(CC x) 


AG, x) = Gylta x). 


在 方程 (14. 3. 1) 的 两 端 分 别 乘 GG, 22 ,并 对 工 积 分 ,有 


(14. 3. 11) 


(14. 3. 12) 


(14. 3. 19) 


f GG, TYC — An) Ct, αλὰς = | σαν x) | ult, z) |^dz. 
R R 


注意 到 (14. 3. 13) 式 ,利用 格林 公式 可 得 


[ ,GAudz = [ ,AG * udx = f ,Guudz, 
R Β R 


从 而 就 得 到 
| cu 一 Guaodrz=| G | u laz, 
R R 
即 
d 
Ef p Gu—Gude=| G | u ax. 
注意 到 (14. 3. 12) 的 第 一 式 , 由 上 式 得 到 
d 


Ed — p 
<| ,Gu e Gode — | G | u | αν. 


注意 到 G — 0, 将 上 式 对 上 积分 并 利用 初 值 (14. 3. 2) ,就 有 


| (Gu, - Gu) dz > | FP Hadr, 
R R 


从 而 ,再 一 次 利用 (14. 3. 12) 的 第 一 式 , 就 得 到 


z[ Gudz 5] Gudz ze] Fera + cds, 
dtJ R" n" R” 


即 


Lj 
t 


Sce | Gudo) 三 ee| EGO (GO + Kada. 
R R 


(14. 3. 14) 
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由 此 可 解 得 


| ,Gudr See”| FG)g9CG)Ddz 
R R 


σα --ο | FOPA) + Hr) dr 
R 


这 样 ,由 假设 (14. 3. 6) 就 容易 得 到 


| ,Gudr z Ce, 0 < < Tee, 
R 


这 儿 及 今后 ,C 表示 某 个 正常 数 ,其 值 在 不 同 场合 可 以 各 不 相同 . 


1 rS 
| Guar< (| ος Ω7 ἀκ) T 
R R || rp 
但 由 (14. 3. 10) 式 , 易 知 有 
tre p nl p 
| Gad nmaoi ar. 
0 


|r| <te 


为 了 佑 计 (14. 3. 17) 右 端的 积分 ,我 们 要 利用 下 述 的 


注 3.1 对 任意 给 定 的 正 数 q, 及 实数 ,成 立 如 下 的 估计 式 : 


tp 
| g 9-9 (T2) dr < C (1-2- 0* w 
0 


其 中 o> 0 为 一 给 定常 数 , 而 C, 为 一 个 正常 数 . 
ik 3. 1 的 证 明 
(14. 3. 18) 式 的 左 端 


ttp 


Hø 
D 


= | ewe?a--psár |, ea par 
° * 


Hp 


< c(e[ (1 Η-γ}5 dr 4- (1 4- pa], rata dr) 


= G 4-2. 
利用 注 3. 1, H (14. 3. 17) 式 就 得 到 
| Cdr CUO. 
|c| ere 


这 样 ,由 (14. 3. 16) 式 并 注意 到 (14. 8. 15) 式 ,就 可 得 到 


(14. 3. 15) 


(14. 3. 16) 


(14. 3. 17) 


(14. 3. 18) 


(14. 3. 19) 
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(| Gude)" 


(| |=] em x ) 


Ct), 0 < Te). 


pl 


| , lu, z) "dz > 
R 


引 理 3. 1 证 毕 . 
注 3.2 在 引 理 3.1 中 , 若 条 件 (14. 3. 6) 减 弱 为 


| .FGoecodz z 0. | Fade > 0, 
R R 


且 二 者 不 同时 为 零 , 则 当 1 < ¿< TG) 时 , (14. 3.8) 式 成 立 
在 本 节 中 ,对 p > 1. 我 们 着 重 考 察 次 临界 的 情况 , 即 假设 


p< b Gn), (14. 3. 20) 
而 p MERITE 
(π-- D?! — m+ 1)p—2 = 0 (14. 3. 21) 
的 正 根 . 而 
b = bo Qn) (14. 3. 22) 


的 临界 情况 ,将 在 下 一 节 讨 论 . 

注 3.3 在 7 一 1 时 ,方程 (14. 3. 21) 无 正 根 , 因 此 对 任何 给 定 的 实数 旋 之 1， 
都 属于 次 临界 情况 . 

注 3.4 &nÁ > 1BM8,2 DL 3 1 < p< p(n) 时 ， 


(n—1)£* — m+ 1)p—2 < 0; (14, 3. 23) 


而 当 n = 1 时 ,对 任何 给 定 的 旋 之 1,， 上 式 也 显然 成 立 ， 

引 理 3.2 (AJ T.C. SiderisL71]) 在 诱 之 1 满足 次 临界 条 件 (14. 3. 20) 时 ， 
假设 Cauchy 问题 (14. 3. 1)-(14. 3.2) 在 0 雪上 < 一 T(e) E#— ^f u — ut. z), 
它 满足 (14. 3. 3)-(14. 3, 5) ,并 假设 初始 函数 p(x) 及 φ(α) TREE 3. 2 中 之 要 
求 外 ,还 满足 


| sede z o. | φω)άεεο. (14. 3. 24) 
R 


则 存在 一 个 与 6 无 关 的 正常 数 b ,使 
Te) < be", (14. 3. 25) 
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而 
E Apcp— 1) " (14. 3. 26) 
2--G--D— (π-- Dp 
证 8 
169) -j „ult, arde. (14. 3, 27) 
[11 
将 方程 (14. 3. DXF z 184r δ} 3 
IQ) -| ,| ult, x) |” dz. (14. 3. 28) 
R 
H Holder 不 等 式 , 并 注意 到 (14. 3. 5) 式 ,有 
IG | == (t, x) |^dx dz) 
LIO |< (| Γκαν z) laz) ( ) 
«cab (| , Γκαν 2 μάς)”, 
R 
从 而 由 (14. 3. 28) 式 ,可 得 
p 
I"Q) sse LL. (14. 3. 29) 
(p yap 


另 一 方面 ,由 注 3. 2 并 注意 到 (14. 3. 28058045 1 < < TG) 时 有 
I'( > Ce Q - 077725, 
于 是 ,注意 到 (14. 3. 28) 式 ,就 有 
0， Ost rel, 


= 
- _ (34. 3. 30) 
CE*(1--2 77 σε lere T). 


i" >1 


容易 证 明 : # n> 1 K 1—< p < pn) 时 ， 恒 成 立 


n—1 p 1. 


对 zt 从 0 开始 积分 (14. 3. 30) 式 ,并 利用 (14. 3. 24) 式 ,就 可 得 到 : "4 1 < / < 
T) 时 , 成 立 


I) > Ce Q p n7, (14. 3. 3) 
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其 中 C 是 一 个 正常 数 . 
在 引 理 2. 1 BH ó = Ce? 及 a = "十 1 一 2 -> 1, ὃ-- n(p—1)> 0, Β. 
注意 到 (14. 3. 23) 式 ,容易 验证 
(p— Da — (5—2) > 0, 


H (14. 5. 29) & C14. 3. 31) 式 就 可 得 到 所 要 求 的 估计 式 (14. 3. 25). 

引 理 3.3 设 n 二 1, 且 思 放 1 为 任何 给 定 的 实数 . 若 Cauchy 问题 (14. 3. 1)- 
(14.3. 24& Oct TG 上 有 一 个 解 (1, z), 它 使 本 引 理 证 明 中 的 一 切 推 
导 均 有 效 , 例 如 说 ， 


u € CCo, TC); H!(R)) (14. 3. 32) 
A (14. 3. 4)-(14. 3. 5) 式 成 立 . 如 果 初 始 函 数 Cr) S R. 


| φ(τ)ἀχ > 0, (14. 3. 33) 
R 


则 必 存 在 一 个 不 依赖 于 e 的 正常 数 0 ,使 成 立 


Te) «b^. (14. 3. 34) 
WE 9 
IG) =Í ute, addi (14. 3. 35) 
H (14. 3, 29) 式 ,有 
p 
ΙΓ ντ (14. 3. 36) 
£ 
特别 有 
[ο 0, 


将 上 式 积分 二 次 得 


io Se (| wzdz)j + gada], 


oco 


由 假设 (14. 3. 33) , 必 存 在 一 个 仅 依赖 于 | ee 及 | pede {8 ἐν > 
0, 使 
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IO) ni gGodz)t, t> t. (14. 3. 37) 


在 引 理 2. 1 中 取 ó — Ce (C 为 某 个 正常 数 ) 及 a — 1, b= p—1, 容易 验证 
(p— Da—b4-2— 2750, 


H C14. 3. 360 K C14. 3. 37) 式 就 立刻 可 得 所 要 的 估计 式 (14. 3. 84). 
引 理 3.4 it n—2 B. p — 2. 并 设 在 Cauchy 问题 (14. 3. 1)-(14. 3. 2) 中 的 
初始 函数 VCZ) 及 Cx) iE C14. 1.5)-(14. 1.6) 外 ,还 满足 


φ()Ξ0. Pr) 30 B. JG) Z 0. (14. 3. 38) 


则 存在 一 个 不 依赖 于 e 的 正常 数 b ,使 此 Cauchy HAZARA u — ult, z) 的 生 
命 跨 度 T(e) 满 足 


Τ(ε) < be(e), (14.3. 39) 
而 e(e) 由 下 式 定 义 ， 
€ e (ε)Ιπ(1--ε(ε)) = 1. (14. 3. 40) 
注 3.5 在 n 二 2 时 ,p 二 2 过 pp,(2) 属于 次 临界 情况 . 
5118 3.4 的 证 明 H n= 2 时 波动 方程 基本 解 的 正 性 ( 见 第 二 章 3 1.1 ΛΕ 
2. 2) , 易 知 
ult, z) >: eu (t, z), 0 < t< T(e), z € R, (14, 3,415 
而 上 式 右 端的 uo, x) 满足 


us kts x) zx, (14. pA 42) 
p= Ü $ t =, Θ w-— Vr. (14, 3, 43) 


H n = 2 时 波动 方程 Cauchy 问题 解 的 表达 式 [ 见 第 二 章 (2. 1. 62) X 
(2.1. 64) 式 ], 有 


u C. z) = c| — SE dy, (14.3. 44) 
AN ye 
H J(z) 的 紧 支 集 假设 ,在 上 式 中 可 设 | y |< o 3X FE 246 £7 | z |Z 20 BENE 
| y— z |s t, 就 有 
jP—|y—z|*2Q—|y—sxJ|G-| ν--ᾱ|} 
x2t—| y—< |) 
< 2tG—| x |+] y |) 
«2t —| z |+ o. 
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于 是 ,由 (14. 3. 44) 式 并 注意 到 (14. 3. 38) 式 ,就 得 到 : 24 £—]| x |> 20 BF. JT 


i α) CE sR |1-ρ}Ε. (14. 3. 45) 


其 中 CC 为 一 个 仅 依赖 于 y(z) 的 正常 数 . 
这 样 ,注意 到 (14. 3. 41) 式 ,就 有 


[ ,u Ct, α)άτ > | u^ (ts z)dx 
R 


t—|x|2:2p 


ze attis atida 
t—|x| z:2p 


zo £5 G—| x |-ρ) ` dz: 
ε-]ασ|253 
. ese 
2os| ᾱ--γ-ερ]γὰν (14, 3. 46) 


0 


注意 到 


1 


i 
---ᾱ--2ρ 4 ερ]; EIP 
=— (t— 26) + (t+ pln nR, 
"4 12 20Η, 由 (14. 3. 46) 式 可 得 
NI x)dr > σε] t. (14. 3. 47) 
^ 
10) = | ua. oda. (14. 3. 48) 


H (14. 3. 28) 式 ,并 注意 到 此 时 p — 2 且 成 立 (14. 3. 47) 式 ,就 得 到 : 当 上 20 hF 
成 立 
Ι΄) 3 Ce!ln(1 4- 0. 
且 由 (14. 3.28), XJ £2 0 Mg. Ια) Ze 0. 用 类 似 于 得 到 (14. 3. 3D 的 方法 ， 
关于 t 从 零 开 始 积分 二 次 ,并 注意 到 (14. 3. 38) 式 ,就 容易 得 到 : 1 20 时， 
成 立 
It Ξε Ce (1 -- 0?InC1 1-0). (14. 3. 49) 
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另 一 方面 ,由 (14. 3. 29) 式 ,并 注意 到 此 时 n= 二 2 及 p = 2, 我 们 有 


rus gl p (14. 3. 50) 
--20 
这 儿 ,C 及 C 为 某 些 正常 数 
由 
14-: = (er (14. 3. 51) 


引入 新 的 变量 τ, 其 中 ele) H (14. 3. 40) 式 定义 . 这 样 ,在 8 > 0 适当 小 时 ,由 
(14. 3. 49) 式 可 得 : `4 z 2 BF, 成 立 


IG) > Če (e) (ln ε(ε) --In Oc, (14. 3. 52) 
从 而 注意 到 (14. 3. 40), 易 知 在 +t 三 2 时 , 有 


~ lne(e) š = " 
IG IC ———— SEC 14. 3. 53) 
a τ σζῶρ᾽. G + ( 3 
此 外 ,在 t 宇 2 时 ,(14. 3. 50) 式 可 写 为 
i'i ELBOT Ve LIS T (14. 3, 54) 
a (1+ x° 


xUL.C, XC, 为 某 些 正常 数 . 
由 引 理 2. 1 (在 其 中 取 65==G ,p= 二 a 二 5 二 2), 就 立刻 可 见 1(7z) 的 生命 跨 
度 为 有 限 , 从 而 由 (14. 3. 51) 式 就 可 得 到 所 要 求 的 (14. 3. 39) 式 .证 毕 


δ4. 一 类 半 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 解 的 生命 跨度 的 
上 界 估计 一 一 临界 情况 


在 本 节 中 ,根据 周 忆 、 韩 伟 L92], 我 们 继续 考虑 3 8 中 所 述 的 Cauchy 问题 
(14. 3. 1) (14. 3. 2) ,但 仅 关心 指数 p 的 临界 情况 , 即 只 考虑 nn 主 2 H. p = p(n) 
的 情形 ,其 中 p, G0 是 二 次 方程 (14. 3. 21) 的 正 根 . 

为 此 目的 ,我 们 先 在 区 域 {(z, 20 | £290. | x |< t) ER n Spa] ΤΕ 


Γ]ῷ -- 0 (14.4. 1) 
的 如 下 形式 的 解 : 


SEL, (14. 4. 2) 


0 = @, 一 (十 | = να Lars) 
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其 中 4 之 0. 
iir =| x |, 并 注意 到 对 径 向 函数 RR 二 RO), n AE Laplace 算 子 可 写 为 
k πο. να (14. 4. 3) 
z 
将 (14.4.2) 代 入 (14.4.1) ,不 难 证 明 h = h, (z) (z = Sem ) 满足 下 述 常 微 分 


方程 


«1 — 2A") 4- [n 1 (aa ο ενω “των = 0, 


(14. 4. 4) 


这 就 是 说 , h = A GO 满足 a — q 8 一 "= 1 及 y — n— 1 时 的 超越 几何 方程 


z(1—2)A"(z) J-[Y — (aj B4- Dz]h' (z) —aBh(z) = 0. (14.4. 5) 
已 知 (参见 王 竹 溪 L82]) ,在 | z | 二 1 时 收敛 的 超越 几何 级 数 
def. .— Co CP k 


h = F(a, B, Y; z) =}, RIOJ, (14. 4. 6) 
为 (14. 4. 5) 的 一 个 解 ,其 中 
(1) = 1, 
b 一 和 (十 1)…(A 十 R 一 1) = TAEA (k>1). Εν 
于 是 在 (14. 4.2) 中 可 取 
h = h,G) = F(q, n, n— 1; τ). (14. 4. 8) 
命题 4.1 3 y> B> 0 Br, 3 
Fla, B, Ys z) 
- og] te --κεγ"ἀὲ (| z |< D. 
(14.4.9) 


证 当 7Y 宇 Bp 二 0 时 ,注意 到 (14. 4. 7) 式 及 第 二 章 中 的 (2. 4. 5)-(2. 4. 6) 式 ， 
由 (14. 4.6) 式 有 
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F(a, B Y; 2) 
ro pats a ΕΠΙ. 
ΕΕ νε —5 £4 kIT +k) 
ry) — 00, 
-roA Ἔ 


ΓΩ» eS (o), [' 
= fF — 4). 2 
Toro mn k! J. s 


ΤΩ i BA yga zt (a), n 
= Ü (1—1) — —(zt)'dt 
IQDrO- BJ. ΤΝ 


=< og nt end 
由 命题 4. 1, 有 
un c μα 
2 
从 而 
μι) > 0, 0< z< 1. 
命题 4.2 X 
0<g< 
时 ,成 立 
ζι «πώ S< G, Oase i 
而 当 
α»55-- 
时 ,成 立 


ol TELO ὸ *, Lel (H4, 


其 中 CI ，Gi ο, AC, 为 正常 数 . 


(14. 


(14. 


(14.4. 


4.10) 


4.11) 


(14. 4. 1: 


(14. 


证 ”超越 几何 方程 (14. 4. 5) 是 具有 三 个 正则 奇 点 > 一 0,， z 


1 及 > 


Fuchs 型 方程 的 标准 形式 (参见 本 章 8 6). 


4. 14) 
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EA z — 0 附近 , 解 h = h) 可 写 为 


h(z) = z? Sc, z" (14. 4. 16) 


的 形式 ,其 中 co Z 0, 而 p 称 为 h(x) dE z = 0 Ab Zr RR. 将 (14. 4. 16) 代 人 
(14. 4. 5) ,注意 到 


μ΄ (5) — gg! Se. ze, g^, 


n=0 


h"(z) = p(p— 1) £s, z" -- 2pz^- ne, P nd 


n=0 n= 


δα Lye ο” ὃς 


并 比较 首 项 “的 系数 ,就 得 到 决定 6 的 指标 方程 
ρίρ-- 1) + yo = 0. (14.4. 17) 
它 有 两 个 根 
p—0EXp-i—Y (14. 4. 18) 
同 理 , 在 奇 点 z= 二 1 yr. fit h = πα) 可 写 为 


hizi = (z—1Y » eG —1)* (14. 4, 19) 


的 形式 ,其 中 cv Z 0. ΠΠ o FK AGO 在 = 一 1 处 的 指标 . 将 (14. 4.19) 代 入 
(14. 4.9) ,比较 首 项 (z 一 1)” 的 系数 ,可 得 决定 o 的 指标 方程 为 
ρίρ-- 1) — Or — Ca 4- 84- 1))ρ-- 0. (14. 4. 20) 


它 有 两 个 根 
p—0Xp-Y—a—f (14. 4. 21) 


现在 具体 考察 超越 几何 方程 (14.4. D JO e q B— Ryn I, 


此 时 ,相应 的 超越 几何 级 数 解 (14. 4. 8) 在 z = 0 附近 是 对 应 于 指标 p = 0 的 解 . 
`4 q 满足 (14.4.12) 式 时 ,由 (14. 4.10) 式 , h,(z) 在 z= 1 时 是 收 化 的 , 且 
ἠρ(1} 之 0, 于 是 ,注意 到 7 一 a β-Ξ- 4-0, Έχε z = 1 处 的 指标 p 亦 为 


0. 这 样 ,注意 到 (14. 4. 103A A, GO E z HERES 1l b, HNE, 
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故 成 立 (14. 4. 13) 式 . 
当 g 满 足 (14.4.14) 式 时 ,由 (14.4.11) 式 知 h,(z) 当 zz 为 实数 时 在 0 三 z 一 
1 连续 , 且 为 正 ,而 h(x) 在 z= 1 时 发 散 , 故 其 在 z== 1 处 的 指标 不 可 能 为 零 , 而 
γ--α--β-- T -a«o 
这 就 证 明了 (14. 4. 155 XX. 
命题 4.3 对 由 (14.4.2) 式 定义 的 函数 D, (1. z), RÈ 
oP, (t, x) 
θι 


证 由 (14.4.2) 式 易 知 ,为 证 明 (14. 4. 22) 式 ,只 需 证 明 
qh,(z) + zh (z) = qha (z). (14. 4. 23) 


—— qb, (t, x). (14. 4. 22) 


由 (14. 4. 6) 式 并 注意 到 a 二 q, 9 — 一 lg y= n— 1, 有 


qh, Cz) J- zh OD 


. (q), ex 
92 En. -a Ezt 十 


k=0 


ol, 


CR I 


ΤΑ: 


—1 
- TERON ra 
-Σ - 
k!(n— D, 


k—0 


n—1 
eini) 
το k !(n—1), 


* — qh, (2). 


证 毕 . 

现在 继续 考察 Cauchy 问题 (14. 8. 1)-(14. 3. 2 ,其 中 se > 0 为 一 小 参数 ,并 
设 (14. 1. 5)-(14. 1. 6) 仍 然 成 立 , 

引 理 4.1 i£ n 2, p= p(n), 而 初始 函数 满足 


glr) > 0, (x) 30 E (z) Z 0. (14. 4. 24) 


假设 Cauchy 问题 (14. 3. 1) (14. 8.2) ος ες Τε) L-NR u — ult, z), 
它 使 本 引 理 证 明 中 的 一 切 推 导 均 有 效 , 且 
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supplu) C (G, x) || z |< + p). (14. 4. 25) 
16, 
GG) =Í α- θα ο] .Φ,(τ, z) | ur, z) |^dxdr, (14. 4. 26) 
0 R 
其 中 
n— 1 ] 
= 一 一 ， 14. 4. 27 
q 2 " ( ) 
而 
B, (t, x) = Φ(1-Γρ--1. z). (14. 4. 28) 
则 成 立 


G'G) SKODDE (| 22 o Godr), 
1<:< T), (14. 4. 29) 


其 中 K, 为 一 个 与 e 无 关 的 正常 数 . 

注 4.1 对 7 三 2 及 妨 王 加 (2)， 易 知 由 (14.4.27) 式 定义 的 g 二 0. 

注 4.2 由 @B,(1, Xx) 的 定义 ,其 定义 域 为 {(1, z) || z |< i+ p+ 1). 于 是 注 
意 到 (14. 4. 25) 式 , 知 下 面 证 明 中 在 全 空间 RR" 上 的 积分 均 是 有 意义 的 . 

引 理 4.1 的 证 明 HAA. 4. 26) 式 ,有 


αω =Í ataf d.c. x) | ult, z) lrdrdr (14. 4. 30) 
0 R 
6G" -- a-o[ , $,G, >) | ult, z) |” dx. (14. 4. 31) 
R 
在 方程 (14. 3. 1) 的 两 端 分 别 乘 @, (t，z) 后 对 积分 ,得 
| 可 一 Aodz=| $, | u lar, (14. 4, 32) 
R R 
注意 到 GB, 满足 波动 方程 (14. 4. 1) ,利用 格林 公式 ,有 
| , Φ, Nudr = | .ΔΦ, -udx = | I pudr, 
R R R 


从 而 
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u)dx 


qut 


| , D, (u, — Au)dx = | (@, u, — Ó 
R R 


df ,= == 
一 = (6, u, — P u dr. 


但 利用 命题 4. 3 ,我 们 有 


| ᾿ (Φ, u, —@,u) dr 
R 


ΠΕΡ 
m y Donde 2) p Daudz 
d 


= Ef Φ, udr + 2d| Bu udx. 


将 (14. 4. 33) 及 (14. 4. 34) 代 入 (14. 4. 32) ,就 得 到 


(14. 4. 33) 


(14. 4. 34) 


2 Š udz-i-7 i| ῷ dz = | & g ide (AALS) 
d κ’ q UAT PEP " quu = ug u | EE. . 4. 


将 上 式 对 上 从 0 开始 积分 一 次 ,并 注意 到 
d 5 u 
A. o, ud -- 2a] ， udr 
=| Bu +, uo dz --2o| Bonudr 
R R 
E | (g Bunut @, u,)dx 
TE t = 0 时 之 值 为 
f (αᾷ,,ι(0. αφία) +@,(0, α)φ(α))άς, 
就 有 


if Φ, udx + 2d| : Ëu udx 


m P (q@,, (0, α)φία) + @,(0, 309 C) dx 


«JT. $, | u |^dzdr. 
将 上 式 再 对 上 从 0 开始 积分 一 次 ,就 得 到 


| &, udz 4-29 | κ P,a udrdr 
R 0” R 


(14. 4. 36) 
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= ef. p, (0, »eGodz e] (qS, Co. z)9Gr) + 6,0. 3) 9G) dx 
Ἔ[α-ο[, Φ, | u |"dxdr. (14. 4. 37) 
将 上 式 再 对 上 从 0 开始 积分 一 次 ,就 有 
| | πο ο οσο 
T ef, ó, (0, Dz)drt3| a— of. ë, | u |" ἀτὰτ 
-e (αΦ,.,(0. α)φία) HEO, 324r) dr. (14.4. 38) 
由 此 并 注意 到 (14. 4. 11) 式 及 假设 (14. 4. 24) ,就 得 到 
| Φ, udrdr + 2af G — p|, Φ,, μἀτὰτ 
> 4l, G — [.. &, | ul’drdr (14. 4, 39) 
利用 Holder 不 等 式 及 G (7) 的 表达 式 (14. 4. 30) ,并 注意 到 (14. 4. 25) ,可 得 


|. Φ, udxdc 


=| | ca-0* δὲ u) cad-07 épodrdr 
05 R 


=< (f. (1+ à, | u |^dzdz)' QNS 075 d drdc)" 


-«'e»([[. axo δικά)” C14, 4, 40) 
0* |r| &rtp 
ΝΕ 
HPS GSL 
p 2 
=l 
由 (14.4.27) 式 ,显然 0 二 4 < 一 ， 于 是 由 命题 4. 2 易 知 
C, +) t < @ (=, α) < COT D, (14. 4. 41) 


其 中 C, 及 C, 为 正常 数 . 这 样 ,就 有 


ο ο 
0” |r|<r+p 0 
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[Hf p = bp. Q) X q 的 定义 (14. 4. 27), 易 知 


y , 


b b 
— ος μας 14-—, 
uL" p 
从 而 由 (14. 4. 400 3X ,就 得 到 
NI , $, udxdr < C(G^G))* (1 4-075. (14, 4. 42) 
ον R 
此 外 ,由 (14. 4. 27) 式 并 注意 到 ο ο... 于 是 由 命题 4.2 


易 知 


GOHO T Q-Ep4- c—| z |y G7? 


& @ (e, xr) az OX ey": (QJ p4-c—| P |) Ga E 
(14. 4. 43) 


其 中 Cs X C, 为 正常 数 . 从 而 ,利用 Holder 不 等 式 及 G“(z) 的 表达 式 (14. 4. 30), 
并 注意 到 (14. 4. 25) ,就 可 得 到 


| (t = o[ " Φ,ι udxrdc 
0 R 


Dun 
Φ 


=f cao? õi w (a-o ὲ ($) a +o a 


q 
Ρ 1 t ， - Φ p , 一 
«(σω/[[α-ο δι 2) a+ Z azas), 
0 | z| &rte q 


(14. 4. 44) 


而 由 命题 4. 2 及 命题 4. 3, 易 知 有 
= Φ,.ι j E 
NN Φ, ) a T | dx 
n—l,; p τη Y ucl 
«ccu αμα. ία d CGeri— 7) dr, 
0 


(14. 4. 49) 


H (14. 4. 27) 式 并 注意 到 p = p, G0 . δὴ ἯΙ 


p'(a+1- 7> )=1 
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HT = 0, 


1 


_ Φ p E 
| s (= ο ο 
|z| ete 


Φ 


4 
τρ 


«οἱ 'acerc- a 


0 


= Cln(2 4- 2). 
于 是 由 (14. 4. 44) 式 就 容易 得 到 


(14. 4. 46) 


[ 总 二 o[ _ Buudrdr < C(G”(0)? 11-05; (n2 4-097. 
0 R 


(14. 4. 47) 


将 (14. 4. 425 & C14. 4. 47) 式 代 人 (14. 4. 39) 式 ,并 注意 到 (14. 4. 31) 式 ,就 


可 以 得 到 
(α΄ (222 (1 3-75 (In(2 4-277 
== cf a-oa 4-973 6" (dr, 
利用 分 部 积分 ,并 注意 到 G“ (0) = G(0) = 0. 可 得 
[a-oa +o "Ode 
=- | ale- oa +L 5 Ίο dr 
=[ara- oa 4-27 JGCodr, 


但 易 知 
&[G—o0'-4-2']-20-4-0'DI4 2^7, 
从 而 由 (14. 4. 48) 式 就 得 到 
(G'CGC)* 1-05» (In(2 D)? 
= Todi +o a 十 °G(z)dc, 


(14. 4. 48) 


344 ” 非 线性 波动 方程 


即 有 
CO SCA HOMOD (| a κο Godr)". 
0 


由 此 立刻 可 得 所 要 证 明 的 (14. 4. 290 X. 引 理 4. 1 证 毕 . 
引 理 4.2 在 引 理 4. 1 的 假设 下 ,并 假设 φία) Æ 0, 对 Cauchy 问题 
(14. 3. 1)-(14. 3. 2) ,存在 一 个 不 依赖 于 e 的 正常 数 &, 使 成 立 


T(e) < exp{ae "^7 ), (14. 4. 49) 
证 令 
HG) =Í B-a Glide, (14. 4. 50) 
0 


其 中 GO) 由 (14. 4. 26) 式 定义 . 有 
Η΄ = (2+ 0?GGO), (14. 4. 51) 
即 
GG) = 2+0’ H'CD. (14, 4. 52) 
于 是 , (14. 4. 29) 式 可 以 改写 为 
(21Η QD zx K,G--Ddna(24-0) 77 H a. (14.4. 53) 
由 GC7) 的 定义 (14. 4. 26) ,注意 到 (14. 4. 41) 式 ,并 利用 引 理 3. 1, 有 


ac = | a-2a-o[ éC, α) | ute, ml"drdr 
0 R 
>c| α--θα κ" ' | u(t, z) |’dzdr 
0 R 
> ce’| (t— 9 4 0 ge, (14, 4, 54) 
0 
H (14.4. 2725 p = p(n), E L 


1—q+n-1—- "p = 0, 


于 是 由 上 式 得 
G(t) > Ct r. 


Ami 4.4.50 (14.4. 5D3X& 24 z > 1 HE ΠΒ. 
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HO) > ce] Gro di 
0 


ο ο... 
> Ce^ln(2 4-0 (14, 4, 55) 
及 
H'O SCP HO Ξε Ce QD, (14. 4. 56) 


其 中 C, 为 某 个 正常 数 . 
由 (14. 4. 53) 式 ,有 


(2 -0* H w 4-32 --0 H' EG ΑΡΗ. 


(14. 4. 57) 
作 变量 变换 
r= In(2+ ü), (14. 4. 58) 
并 记 
Ηο(τ) = HG) = Hle --2). (14. 4. 59) 
就 有 
HG) = (2--0H'CO, (14. 4. 60) 
HC) = (2-0! H"() 4-(O--0H'CO. (14. 4. 61) 
FE, O4. 4. 57) & (14. 4. 55)-C14. 4. 56) 可 分 别 改 写 为 
HG) --ZH,QD 25 Az Ες), (14. 4. 62) 
H,G) 25 Ge? τ, (14. 4. 63) 
H Ze Ce, (14. 4. 64) 
再 令 
H, (s) = 2) H, (e 07» ,), (14. 4. 65) 
就 可 相应 地 得 到 
e AGAH O Z a HOD, (14. 4. 66) 


ΗΙ(5) Z= Gs, (14. 4. 67) 


346 3ΕΞΚΜΕΙΝΗΤΤΕ 


H6 Ss 


及 C, 满足 


1 
Ko ? G < sy < Kx 


4 
HG) = sH,G), 
而 互 :(s) 由 求解 下 述 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 : 
H'G) --δΗ 1 (9), «δεν 


C, 
FI; (5) = 4 


决定 . TE 4 s= s, 时 易 知 有 


Hit IG 4H ἐῶ. 
H^(s) = 28H (s) LO DÜSHIEG. 


从 而 当 s = so 时 成 立 
Et HY (s) 2Η’ (s) 
ο 97? ο + 28" HE (Ὁ 


1 

2 

1 9δςΗ. (9) --2H, (9. 
注意 到 由 (14. 4. Τ1)- (14. 4. 72) 有 


C, 


H, (s) =” 


5 Z= $55 


MTA s = so 时 有 


- 


1 ορ) τρ 1 b 1 Co T 
qs HG) — t HEG) 2 ts | HG). 


4 
b 


于 是 ,只 要 取 s, 充分 大 ,就 有 Lk. (2) i 


(14. 4. 68) 
HERS e 无 关 的 正常 数 s。 及 6, 使 在 (14. 4. 66)-(14.4. 68) 中 的 正常 数 Κ, 


(14. 4. 69) 


(14. 


(14. 


(14. 


(14. 


(14. 


(14. 


(14. 


4. 


4. 


4. 


4. 


: 20) 


71) 


72) 


73) 


. 74) 


. 76) 
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i 


H,(s) Z — s Πω, (14. 4. 77) 


[e 


此 外 ,注意 到 (14. 4. 760 5X. RER δ — 0 RIME s s, 时 , 就 有 


28g ^»-0 HE (s) + 20s Hy (s) 


< GsHtG) = TK HG, (14. 4. 78) 
上 且 显 然 成 立 
p+ Dern < =. (14. 4. 79) 
这 样 ,由 (14. 4. 75) 式 就 得 到 
go ΗΕ (s) +2H; (s) << Ks ΗΣ(ΦΟ, (14. 4. 80) 
此 外 ,由 (14. 4. 2) C14. 4. 730 3X A, “ή ó 二 0 充分 小 时 ,成 立 
EL Us L Gss (14. 4. 81) 
H6 < G. (14. 4. 82) 


这 样 ,利用 引 理 2. 2. H C14. 4. 660-C14. 4. 68) & C14. 4. 80)- C14. 4. 82) 就 立 
可 得 : Mp sc s, 时 成 立 

H G) zm H,(sy = sH, (s), (14. 4. 83) 

注意 到 H, (s) E: Riccati 方程 (14. 4.71) 的 解 , 必 存 在 一 个 不 依赖 于 s 的 (全 0) 

值 ,使 当 s = s BJ H. (s) Af] H;GO)Z [8292623 P: «HH (14. 4. 824. HL GO BB 

: 命 跨 度 有 上 界 s. 由 (14. 4. 65) 式 , 互 , (Cs) 的 生命 跨度 有 上 界 e" 77 s, 再 由 


(14. 4. 59) 式 , 互 (D 的 生命 跨度 有 上 界 exp(e "^7 s, ). ση 4.2 的 
结论 . 


Š 5。 主 要 结果 的 证 明 


在 本 节 中 ,我 们 考察 下 述 半 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 
[]u = u", (14.5. 1) 


t= 0: u= e@(z), u, = εφία), (14, 5. 2) 
其 中 之 1 是 一 个 整数 ,es > 0 是 一 个 小 参数 ,而 初始 函数 φία) 9 Go) iili E 
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(14. 1.5) 及 (14. 1. 6) 式 ， 

首先 考察 对 一 1 的 情形 . 我 们 有 

定理 5.1 设 n 二 1, 而 Q 写 1 为 任意 给 定 的 整数 . 记 Cauchy 问题 (14. 5. 1)- 
(14. 5.2) 的 经 典 解 一 ult, α) 的 生命 跨度 为 T(e). 


(1) # 
φία) > 0, φία) > 0, (14.5.3) 
E 
| JG) dr > 0, (14. 5. 4) 
R 
qi 
Tle) «bei, (14, 5. 5) 
(2) € 
Qr) 30 Η φ(τ) Z 0,8 dx) = 0, (14. 5. 6) 
则 
Τε) « be 9, (14. 5. 7) 


4& (14. 5. 5) C14. 5.7) 中 ,0 为 一 不 依赖 于 e 的 正常 数 . 这 就 分 别 证 明了 所 要 求 
的 (14. 1. 27) 及 (14. 1. 28) X. 
证 ”考察 下 述 一 维 半 线性 波动 方程 
Un — Un =| u | (14.5. 8) 
具 同 一 初 值 (14. 5. 2) 的 Cauchy 问题 . 
由 达 朗 贝尔 公式 ,Cauchy 问题 (14. 5. 8) 及 (14. 5. 2) 的 解 


E g [ση 
αν α) = T (GE D +G — D) +J "E 


1 Lo) 
+ 了 | [αζτ, 9) |'"ἀγάς, 
0 


Ut) 


在 假设 (14. 5. 3) 下 ,由 上 式 易 知 
ut. 2) 2> 0, 


从 而 Cauchy 问题 (14. 5. 8) % (14. 5. 2) 的 解 就 是 Cauchy 问题 (14. 5. 1)— (14. 5. 2) 
的 解 . 
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在 引 理 3. 3 "HC p 二 1 十 a, 并 注意 到 (14. 5. 4) 式 ,就 立刻 得 到 (14. 5. 5) 式 ， 
这 就 证 明了 (1) 中 的 结论 . 

此 外 ,在 引 理 3. 2 Hn — 1K p — lta, 并 注意 到 (14. 5. 6) 式 ,就 立刻 可 
得 (14. 5.7) 式 ,这 就 证 明了 (2) 中 的 结论 . 

现在 考察 n = 2 的 情形 . 我 们 有 

定理 5.2 设 n 二 2 及 a 二 1. 记 Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5.2) 的 经 典 解 
u = u(t, x) 的 生命 跨度 为 T(e). 


(1) # 
φία) = 0, φία) > 0 B. g(z) É 0, (14, 5. 9) 
则 
TX) < bele), (14.5.10) 
ἘΡ (e) FAKE N. 
ee (ε)ΙΠ(1 -- ε(ε)) = 1. (14. 5. 11) 
(2) 3 
| code o. | Kade = o, (14. 5. 12) 
则 
Tle) « be”. (14. 5. 13) 


在 (14.5.10) 及 (14. 5. 13) 中 ,2 为 一 不 依赖 于 e 的 正常 数 . 这 就 分 别 证 明了 所 要 
求 的 (14. 1. 29)/& C14. 1. 30) A. 

证 在 a 二 1 时, Cauchy 问题 (14. 5. 1) C14. 5. 2) 就 是 半 线 性 波动 方程 
[ju =| u | (14. 5. 14) 


具 同 一 初 值 (14. 5. 2) BJ Cauchy 问题 . 
这 样 ,由 引 理 3.4 就 立刻 可 得 (1) 中 所 要 求 的 (14. 5. 10) 式 ;而 在 引 理 3. 2 


3 十 V17 
2 9 


中 , 取 n 二 2 及 pp 二 1 十 a 二 2, 并 注意 到 此 时 pp 二 p, (2) = 


临界 情况 ,就 立刻 得 到 (2) 中 所 要 的 (14. 5. 13) 式 . 

定理 5.3 设 n 二 2 及 a 二 2. 车 成 立 (14. 5.9) 式 , 则 存在 一 个 不 依赖 于 e 的 
正常 数 b ,使 Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 89 22 & C u = ult, z) 的 生命 跨度 
T(e) 有 如 下 的 上 界 估计 : 


即 属于 次 
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Te) sz be $. (14. 5. 15) 


这 就 证 明了 所 要 求 的 (14. 1. 31) 式 . 
证 考虑 二 维 半 线性 波动 方程 
Du =] z |° (14. 5. 16) 


H4] f£ C14. 5. 22 f Cauchy 问题 . H à = 2 时 波动 方程 基本 解 的 正 性 ( 见 第 二 章 
$1.1 Eit 2. 22 ,在 假设 (14. 5.9) 下 ,此 Cauchy 问题 的 解 wx = ult, α) 必 满 足 


μὲν a) 5 


从 而 也 是 相应 Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 的 解 . 
在 引 理 3.2 中, Wn —2 p = 1+a — 3, FERRE p < p, (2) = 
BEVIT, MRF MAEI CA. 5. 150. 
再 考察 n 二 3 的 情况 . 我 们 有 
定理 5.4 设 n 二 3 及 a 二 1. € 
φία) > 0, φία) > 0, (14.5.17) 


Βφία) 5 Wzr) 不 同时 恒 为 零 , 则 存在 一 个 不 依赖 于 es 的 正常 数 0 ,使 Cauchy 问 
题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 892 X f u — ult, x) 的 生命 跨度 


TG « be 2, (14. 5. 18) 


这 就 证 明了 所 要 求 的 (14. 1. 32) X. 

证 ”由 于 v 1, Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 就 是 Cauchy 问题 (14. 5. 14) 
及 (14. 5.2). 由 引 理 3.2, 在 其 中 取 n = 3 K p — 1-2-a — 2,9: ERE aE p — 
b, (3) = 1 十 V2，, 即 属于 次 临界 情况 ,就 立刻 得 到 所 要 的 (14. 5. 18) 式 . 

最 后 考察 n 二 4 及 a 二 1 的 情况 . 由 于 此 时 p= 二 1 二 a== po(n) 一 2, 涉 及 临 
界 情况 ,需要 利用 8$ 4 中 之 结果 . 我 们 有 

定理 5.5 设 n 二 4 及 a 二 1. (14.5. 17). B p(x) 关 0, 则 存在 一 
个 不 依赖 于 s 的 正常 数 & ,使 Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 的 经 典 解 u = 
u(t, z) 的 生命 跨度 


T(e) < explae? ). (14, 5, 19) 


这 就 证 明了 (14. 1. 33) X.. 
证 ”由 于 a 二 1, Cauchy 问题 (14. 5. 1)-(14. 5. 2) 就 是 Cauchy 问题 (14. 5. 14) 
及 (14. 5.2). 由 引 理 4.2, 在 其 中 取 n = 4 K p= p, GO = 2, 就 立刻 得 到 所 要 求 
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的 估计 式 . 


86. 附录 一 一 Fuchs 型 微分 方程 和 超越 几何 方程 


6.1. 二 阶 线性 常 微 分 方程 的 正则 奇 点 
考察 下 述 二 阶 线性 常 微 分 方程 
w+ b()w! -- q(z)w = 0, (14. 6. 1) 
其 中 w = w(xz) 为 未 知 函数 ,而 系数 p(z) 及 q GO , 除 有 限 个 孤立 奇 点 外 ,为 = 的 


单 值 解析 函数 . 
É z = z; ZJ p q 的 一 个 奇 点 . 如果 


(z— xz)p(z) K.(z σι) qe) (14. 6. 2) 
E z = z, 的 邻 域 中 为 解析 , 即 z = zo 最 多 为 p(z) 的 一 阶 极点 及 q (z) WJ — EK 


[i , 则 称 之 = Zo 为 方程 (14. 6. 1) 的 正则 奇 点 . 此 时 ,可 在 Z = Zo 的 一 个 邻 域 中 求 
方程 (14. 6. 1) 的 形 如 | 


w() = (zS g M omm {14.8.3 
n=0 


n=0 


的 解 ( 称 为 正则 解 ) ,其 中 p 及 系数 c,(2 — 0, 1, 2, …) 均 为 待定 常数 ,而 c > 0. 


(14. 6. 1) 式 可 改写 为 
(z— z) w -- (z — z, ) bi lew 4- qw = 0, (14. 6. 4) 
其 中 


def. em 
pi =(zxz— 5) (3) = Main: , 

" S (14. 6. 5) 
αι (z) =(z—z,)°q(z) = Σ)διία-- το)". 


k=0 


将 (14. 6, 3) 代 入 (14. 6. 4) , 删 去 公 因子 C — z)” 后 就 得 到 


Mie GM mG--n—1 (z — zo)" 


n=0 


+ Σ)αι(α-- 2) 9c GQ4- n) (z — z)" 
k=0 


n=0 
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4 Gn en it = 0, (14. 6. ϐ) 
k=0 n=0 


令 上 式 中 最 低 次 项 ( 即 不 含 z—= 的 项 ) 为 0, 并 注意 到 ο, > 0, 就 得 到 
ρίρ--- 1) -- ayp4- b, = 0, 
即 
+ (a, — Dp4- b, = 0. (14. 6. 7) 


它 是 决定 ϱ 的 方程 , 称 为 指标 方程 . 
再 分 别 令 (14. 6. 6) 式 中 Gr— z)" (n Z 1) 的 系数 为 0, 就 可 以 得 到 下 述 的 递 
推 关系 式 : 


[Cp 二 +n)(p 二 nn 一 1) 十 ao(p 十 7) 十 bo ]c, 
+ Σ)Γαιίρ-!-π--ἐ) +b Je =0 (n=1,2,.), (046.8 
k=1 


Wt p 为 指标 方程 (14. 6. 7) 的 一 个 根 , 且 对 一 切 整数 ?之 1,， p 十 n 不 再 是 指标 
方程 (14. 6. 7) 的 根 , 即 成 立 


(p-4-n)Co-4-n— 1) c-ag(p4-7D tb 750. (n= 1, 2, | |), (14.6. 9) 


则 利用 递 推 关系 式 (14. 6. 8) ,可 由 ο) 依次 决定 一 切 的 c, (n = 1. 2, …). 由 于 
(14. 6. 1) 为 线性 方程 ,根据 从 加 原理 ,总 可 事先 取 定 c, = 1, 因此 ,一 切 系数 
cç, = 0, 1, 2，…) 均 可 依次 决定 . 这 样 ,就 得 到 方程 (14. 6. 1) 的 一 个 形 如 
(14. 6. 3) 的 正则 解 . 

这 样 , 若 指标 方程 (14. 6. 7) 的 两 个 根 οι 及 ps 之 差 不 是 整数 ,就 可 用 上 面 的 
方法 在 το 的 一 个 邻 域 中 求 得 方程 (14. 6. 1) 的 形 如 (14. 6. 3) 的 两 个 线性 无 关 的 
正则 解 . 它们 的 线性 组 合 就 构成 了 方程 (14. 6. 1) 的 通 解 . 

若 指 标 方程 (14. 6. 7) 的 两 个 根 o 及 o, 之 差 为 整数 (包括 重 根 的 情形 ) ,用 上 
面 的 方法 只 能 求 得 形 如 (14. 6. 3) 的 一 个 正则 解 . 但 可 以 证 明 : 车 存在 一 个 m € 
(0, 1, 2, ---) 使 


0, —p—m, (14. 6. 10) 
则 除 由 o, 可 利用 上 述 方法 得 到 一 个 形 如 (14. 6. 3) 的 正则 解 
w = (ZC— z) Ye Ce (ες 25 0) (14. 6. 11) 


外 ,还 可 以 得 到 另 一 个 形 如 


第 十 四 章 | Cauchy 问题 经 典 解 的 生命 跨度 下 界 估计 的 Sharpness( 续 ) 359 


το, = (z—z)^ Σ)ά,(α-- z)" ywiln(z— z) (d - 0) (14.6.12) 
n=0 


的 正则 解 ,其 中 y 为 一 个 常数 ,在 特殊 的 情况 下 也 可 能 为 0. 这 两 个 解 的 线性 组 
合 构成 方程 (14. 6. 1) 的 通 解 . 
指标 方程 (14. 6. 7) 的 两 个 根 wm K p, , 称 为 正则 奇 点 一 το 的 指标 , 记 为 (0，2). 
上 面 考察 的 是 = = πο 为 有 限 正 则 奇 点 的 情形 . 至 于 无 穷 远 点 是 否 为 正则 奇 
点 , 需 通 过 变换 


之 一 一， (14. 6. 13) 


A : = 0 是 否 是 变换 后 方程 的 正则 奇 点 来 决定 . 
易 知 在 变换 (14. 6. 13) 下 方程 (14. 6. 1) 化 为 下 面 的 方程 : 


eS De -es( T) ea) =o. (14, 6. 14) 


这 样 ,上 一 0 为 方程 (14. 6. 14) 的 正则 奇 点 ,要 求 2B CO É P q GOD 在 上 一 0 的 邻 域 
中 解析 ,其 中 


PO 25d ζῶ μας) (14. 6. 15) 
于 是 , 2( 7) Ra) 应 有 下 述 展开 式 ， 


1 
ῥί-}- dit 二 dst 十 *…， 
ο ΠΣ 
从 而 p GO qGOTE z = oo 附近 应 有 如 下 的 展开 式 : 


| d d, 
po 一 一 十 一 十 …， 
之 s 
; , (14. 6. 16) 
d, d; 
ο) ος 
z z 
Bl τρίς) K Z q (z) f£ z = oo [fir u Wr Βα zz = co 至少 是 pGO 的 一 阶 零 
点 及 g(z) 的 二 阶 零点 . 
注意 此 时 对 方程 (14. 6. 14) 而 言 ,在 1 二 0 点 的 指标 方程 (14. 6.7) 中 的 au = 


354 dE£&TEXESZIA E 


2 一 di K b, = ds, 故 在 z = oo JENA ex I] REUS IRI ER Jr FE ON 
g 4- 0—d)p4-d,- 0. (14. 6. 17) 


6.2. Fuchs 型 微分 方程 


所 有 奇 点 (其 总 数 设 为 有 限 个 ) 均 为 正则 奇 点 的 方程 (14. 6. 1) , 称 为 Fuchs 
型 微分 方程 . 为 下 文 需 要 ,这 儿 恒 假设 z = eo 为 正则 奇 点 ,并 设 方 程 的 有 限 正 则 
奇 点 的 全 体 为 m，…，ow'- 

由 正则 奇 点 的 定义 ,zz(z) 在 = 一 wwG 一 1,…，,7) 最 高 为 一 阶 极 点 , 且 在 z = 
ce 处 为 零 , 因 而 必 可 写 为 有 理 分 式 

poe 

(z—20):(z—2a,) 
的 形式 , pO ο ο. 
n) ΒΕ Ἃ BLS FUE = 二 oo 处 为 不 低 于 二 阶 的 零点 , 故 


qz) 


p(z) = (14. 6. 18) 


α(5) = (14. 6. 19) 


9? 
z—a)--(z—a, 


其 中 g(z) 是 最 高 为 2n 一 2 次 的 多 项 式 . 将 有 理 分 式 (14. 6.1807 (14. 6. 19) 分 解 为 
最 简 分 式 , 就 得 到 Fuchs 型 微分 方程 的 系数 的 一 般 表 示 式 为 


Δι 


ρω 一 Ὁ) ; 

k=1 € — G, 

ὦ B C (14. 6. 20) 
(2) = | 2 | ^ 
sk > (g — 0, J^ zo 


其 中 A, B, K C, (Ë = |, wy γι) 为 常数 ,并 由 于 q(z) TE > τ oo 处 为 不 低 于 二 
阶 的 零点 ,应 成 立 


>` G, = 0. (14. 6. 21) 


由 前 面 的 讨论 , 易 知 在 z = a, 处 的 指标 方程 为 


g --(Αι--1)ρ--8Βι.--θ (k=1,.,n). (14. 6. 22) 
又 注意 到 
1 1 1 a a 
& — G, Z ij E z 
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易 知 在 z = se 处 的 指标 方程 为 
E. Sayaq OR. +a G) =Q, (14. 6. 23) 


[H C14. 6. 22) & C14. 6. 23) 知 ,所 有 正则 奇 点 的 指标 的 总 和 等 于 


-- S A4 YA, Iai (14. 6. 24) 
即 等 于 有 限 正 则 奇 点 的 个 数 减 去 1. 
6. 3. 超越 几何 方程 


现在 具体 考虑 具有 三 个 正则 奇 点 zx — a, b 及 ce 的 Fuchs 型 方程 . 这 三 点 相 
应 的 指标 分 别 记 为 (wm s α;). (βι. βι) (γι. 7,). 由 (14. 6.24) 式 ,有 
αι ay B, +Ë, }- χι + Y, = 1, (14. 6. 25) 


即 所 有 指标 之 和 为 1. 
由 (14. 6. 20) 式 ,此 时 方程 的 系数 可 写 为 


MI a S. 
eee si (14. 6. 26) 
zZz) = ΓῚ 
Š ος αρα ορ ο sb 
而 
δις, see (14. 6. 27) 


H (14. 6. 22)-(14. 6. 23) ,相应 的 指标 方程 可 写 为 
ϱ᾽ (Αι —De4- B, = 0, 
& 4- (A, — De-4- B, = 0, (14. 6. 28) 
P 4- (0—4A, —A,)o+ KG, 4- B, J- aC, 十 6C;) = 0. 
由 韦 达 定理 ,有 
a +a, = 1—A,, aa = B,, 
B, +B, = 1—A,, B B, = B,, 
Y, + Ys = Å +4, — l1, P = B, + B, + aC, + bG,. 
(14. 6. 29) 
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注意 到 (14. 6. 27) ,由 此 可 解 得 
Αι ]--αι--αι, A; 1--βι--β 
B, = αιαι. B, = BE. 


(14. 6. 30) 
δι @ = γι} — aja; TAR 
a—b 
从 而 相应 的 Fuchs 型 方程 可 写 为 
1 --αι 一 1— 
w” αι TE L B, — — " 
z—a z—b 
1 αιαί(α--0) | B, Cb—a) u 
πι z—a + z—b +Y, pw = 0. 
(14. 6. 315 


这 样 , 所 考察 的 Fuchs 型 方程 的 形式 由 其 正则 奇 点 &，2，ce 及 它们 相应 的 
指标 所 完全 决定 . 于 是 ,可 将 方程 (14. 6. 31) 的 全 部 解 记 为 


as b, oo 
w= Psa, B γι αν, (14. 6. 32) 


αν) B. Y» 


这 一 记号 是 Riemann 首先 引入 的 . 
下 面 我 们 说 明 ,不 妨碍 一 般 性 ,总 可 以 假设 


a=0,b=1 (14. 6. 33) 
及 
a, = B, = 0. (14. 6. 34) 
此 时 ,由 于 (14. 6. 34) ,并 注意 到 (14. 6. 25) 式 ,可 取 
Qi = 0, αι = 1--γ. 
βι = 0, B, = Yy—a— B, (14. 6. 35) 
y,—a, Y,—f 
这 样 ,方程 (14. 6. 31) 就 可 简化 为 


1 一 YY 十 < 十 有 
z—1 


w' (I uA = 
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z(z— Dw"-- [y — G4- 84- Dz]w' — abw = 0, (14. 6. 36) 


w= Plo. 0, a : (14. 6. 37) 
1—7; γ--α--βι β 


首先 说 明 可 假设 成 立 (14. 6. 332 5X. 
通过 自 变数 的 适当 的 分 式 线性 变换 


而 其 解 则 为 


Az--B 

 Cz=+D' 

总 可 以 将 三 个 奇 点 分 别 变 为 5= 0, 1 及 co. 在 原先 奇 点 为 > 一 a, b Ë eo 的 情况 
F, 这 一 分 式 线性 变换 ,例如 说 ,可 取 为 

εκ (14. 6. 38) 


z — a 


ç 


VU z = a ENHE = ου, z = b ERE = 1, WD z = co 变 为 5= 0. 在 这 一 变 
换 下 ,容易 证 明 方程 (14. 6. 31) 变 为 


” 1= y, = 7, j 1--βι — B, j 
1 y Rk - 
+= s t +C taa = 07 (14. 6.39) 


它 具 有 三 个 奇 点 8 二 0, 1 及 oo, 且 是 在 $==0 点 的 指标 为 (71, Y) JE £ — 1 ABS 
指标 为 (8 , 及 ) 而 在 5= 吕 点 的 指标 为 (a , a) 的 Fuchs 型 方程 . 这 就 说 明了 可 
假设 成 立 (14. 6. 33) 式 . 这 也 说 明 在 通过 分 式 线性 变换 (14. 6. 38) 将 奇 点 变换 后 ， 
相应 的 指标 不 改变 . 

现在 说 明 可 假设 成 立 (14. 6. 34) 式 . 

在 (14. 6. 33) 式 成 立时 ,方程 (14. 6. 31) 可 写 为 
ΩΝ (一 — Q; | 1--βι —Ë γω 


E z—1 


| B exa we = 0. (14. 6. 40) 
= 


1 αιαν 
+= =m 


作 未 知 函数 的 变换 
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w= f lem 1) (14. 6. 41) 


容易 直接 验证 : 对 未 知 函 数 u 的 方程 仍 有 三 个 正则 奇 点 一 0, 1 K co, H z —0 
的 指标 由 (ai ， αι) 变 为 (a —p, a, — p),z = 1 的 指标 由 (有 , B) ARH CB, =q» 
B, 一 q) ,相应 地 ,z = oo 的 指标 由 (7 γι) 变 为 (% Εργα. Y, d- p +q). 因此 , 特 
m] p = a, 及 g 王 有 ,就 可 使 (14. 6. 34) 式 对 u 的 方程 成 立 . 

这 样 , 对 具 三 个 正则 奇 点 的 Fuchs 型 方程 ,我 们 只 需 考 察 形 如 (14. 6. 36) 的 
方程 . 它 称 为 超越 几何 方程 或 Gauss 方程 ,其 解 由 (14. 6. 37) 式 表 出 . 

超越 几何 方程 (14. 6. 36) 在 z = 0 的 邻 域 中 的 一 个 解析 解 可 用 超越 几何 级 
数 表示 为 


w= F(a, B, yy; z) 
Tq 21YCY 3-1) $3 


at DG DREE D n— D, l 
nlY(Y 24- D--(Y4-2— 1) 


“usss; (14. 6. 42) 
或 简 记 为 
w = F(a, B, Y; z) => tes (14. 6. 43) 
其 中 
(Q, = 1, 
Ya — A4 D:-G42—1) = PD (1231). η 


上 述 级 数 在 | = |< 1 BHI, HERA 
F(a, P. ys z) = Ε(β. αν Y; z). (14.6. 45) 


第 十 五 章 
应 用 与 拓展 


$1. 应 用 

本 书 前 面 所 得 到 的 结果 可 以 有 多 方面 的 应 用 ,下 面 仅 举 出 几 个 例子 来 加 以 
说 明 . 
1.1, 可 压缩 流体 欧 拉 方程 组 的 位 势 解 


TEXAS BU F ,可 压缩 流体 的 欧 拉 方 程 组 由 质量 守恒 律 及 动量 守恒 律 组 成 ， 
其 形式 如 下 (参见 [44j 第 二 章 ): 


Ka =; (15, 1. 1) 
Ot 
OCpu) 
Ət 


其 中 p 0 是 密度 ,u = (u, $c], u,) 是 速度 ,n == Ë 或 3 是 空间 的 维 数 ,wx 是 
H Gu; uj) 表示 的 张 量 积 ,而 p = pO 为 压强 ,由 流体 的 状态 方程 给 定 ,并 通常 
成 立 


+ div(gu GQ u + pI) = 0, (15. 1. 2) 


Ρ’(6) > 0, Vp» 0. (15. 1. 8) 
将 (15. 1. D-(15. 1. 2) 写 为 分 量 的 形式 ,就 有 

9p, «ι pu) | 

wi (15. 1. 4) 


OCpu;) ; 5 O(puiu,) | Op(p) - 


0, | = 1η μμ D, (15, 1,52 
Ot Ex] Or, Or; i ë 


360” 非 线性 波动 方程 


利用 (15. 1. 4) 式 ,可 将 (15. 1. 5) 式 改写 为 


| = 0, ; = 1, LL " 15. l. 
a Ži u, Βα, ° ἃς, i n ( 6) 
4 f = f(p) 满足 
roste, (15.1.7) 
p 
(15. 1. 60: X nf 55 Ἢ 
Ou; i Ou; of | 
= — = 0, = ls se gç e; 15. 1; 8 
ài + 2 tar. ar, i n (15 ) 
考察 欧 拉 方程 组 (15. 1. 42 J& C15. 1. 8) 具 如 下 初 值 
t—0:p—p(x).u-ujCx) (15. 1. 9) 


的 Cauchy 问题 ,其 中 Po (z) 与 u, (x LI p 
命题 1.1 若 初 始 时 刻 上 一 0 不 出 现 真空 


p 2220, x€ R, (15. 1. 10) 


则 在 欧 拉 方程 组 (15. 1, 4) C15. 1.8) 具 初 值 (15. 1. 9) 6) Cauchy 问题 的 经 典 解 
的 整个 存在 范围 中 亦 不 会 出 现 真空 , 即 成 立 


plt, 1) 5-0, /—0, rE R. (15.1. 11) 
证 “将 方程 (15. 1. 4) 改 写成 


P ru š grad p+ (div Wp = 0, 


即 
do p 
E+ (div we = 0, (15. 1. 19) 
其 中 
d a | n 9 . 
= 15. 1. 13 
dt Or 2j Θα, ας à 


表示 固定 流体 质点 时 对 1 的 导数 . 因此 , 沿 任意 固定 的 流体 质点 的 运动 规律 >, = 
xlt) (二 1，…, π). 6 满足 一 个 齐 次 线性 常 微分 方程 ,由 此 立刻 可 得 命题 1. 1 
的 结论 
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命题 1.2 若 初 始 速 度 场 us Cr) 7] 无 旋 ， 即 成 立 
rotu,(z=) = 0, rE R’, (15. 1, 14) 


Jt] £ Bk 4: Zr 4228 (15. 1. 4)/A (15. 1. 8) 具 初 值 (15. 1. 9) 65 Cauchy 问题 的 经 典 解 
的 存在 范围 内 ,整个 速度 场 Ut, x) 必 为 无 旋 : 


rotu(z, x)250, t 宇 0, zx € R (15.1. 18) 
uE 在 7 = 2 的 情形 ,wu = Gua, uz), 而 
(15.1.16) 
t == === = —K. . 1. 
rot u à, τι r 


将 (15. 1. 8) 中 第 一 式 对 αν 求 导 一 次 ,并 将 (15. 1. 8) 中 第 二 式 对 αι 求 导 一 次 ,再 
将 两 式 相 减 ,就 容易 得 到 二 rot u 所 满足 的 方程 


o +u: grad r+ (div u)r = 0. 
即 
dr . 
gt (div ijr = 0, (15. 1. 17) 


其 中 2 由 (15.1. 13) 式 定义 . 因此 , 沿 任意 固定 的 流体 质点 的 运动 规律 x, = 


r0) (k= 二 1, 2), r 满足 一 个 齐 次 线性 常 微分 方程 ,由 此 立刻 可 得 在 n = 2 时 命 
题 1.2 的 结论 . 


在 = 3 的 情形 ,uw = Qu , Uz » uz), ΠΠ 


Ou; Ou, Ou, Ou, Ou, | 
ζει Qr, i Θα) Qr; i Qr; 8r, 


def. 


—íri ° Τρ” «Jj. (15. je 18) 


将 (15. 1. 8) 的 第 一 式 对 z, 求 导 一 次 ,并 将 (15. 1. 8) 的 第 二 式 对 z, 求 导 一 次 ,再 
将 两 式 相 减 ,就 容易 得 到 


rot u = ( 


Or; N ou 
d +u grad τι + (div u)r; Pc o rot u = 0. 


T3 


XL τι K r, 也 可 得 类 似 的 式 子 . 将 此 三 式 合并 后 可 得 rot u 所 满足 的 微分 方程 组 
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μμ. grad rot u+ (div u)rot u — grad u : rot u = 0, 
即 
SOD L (div u)rot u — grad u rot u = 0, (15.1.19) 


其 中 起 仍 由 (15. 1, 13) 式 定义 . 这 说 明 , 沿 任意 固定 的 流体 质点 的 运动 规律 


a, =T, C(t) (k = 1, 2, 3), rot u 满足 一 个 齐 次 线性 常 微 分 方程 组 ,由 此 立刻 得 
到 在 ”= 3 时 命题 1. 2 的 结论 . 

由 命题 1. 1 及 命题 1. 2, 可 假设 恒 成 立 p, 22 之 0 (不 出 现 真 空 ), 且 可 假设 
速度 场 w(t， x) 为 无 旋 , 即 存在 一 位 势 函 数 $8(1，x) ,使 得 


u —— grad $, (15. 1.20) 
其 中 grad 表示 对 x = (xi ，…， αι). 的 梯度 , 即 
u; Ct, x) = πο, g ==], ees V. 21. (15. 1. 21) 
从 而 由 方程 (15. 1. 4) 得 到 
n Θ(ρῷ ) 
Θρ e. 
=Q; 15, 1.22 
Ət = 9r 


而 由 方程 (15. 1. 8) 易 得 下 述 的 贝 努 利 定律 : 
—$ ++ | grad 8 |° + (9) = C, (15. 1. 23) 


其 中 C 为 一 常数 . 
注意 到 由 (15. 1. 7) 定 义 的 f(p) 可 以 相差 一 个 任意 常数 ,常数 C 可 被 吸收 入 
了 (DD) 的 定义 ,从 而 (15. 1. 23) 式 可 简写 为 


fo) =$ | grad $ |”. (15. 1. 24) 
i H Jy f 的 反 函 数 ,就 得 到 
l 2 
a= B(&—— | grad $ |°), (15. 1. 25) 


H.H o2 0 (15.1. 3), 848 
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H) S0, Π (0) > ὅ, (15. 1. 26) 


将 (15. 1.25) 代 入 (15. 1. 22) ,就 得 到 二 $G, z) 所 满足 的 偏 微分 方程 
1 " 5 1 " 
(H($ = | grad $ "e 2) [HS — | grad φ | ) , ). = Ü, 
(15.1. 27) 
DAE $ = 0 附近 此 方程 是 一 个 不 显 含 $ 的 非 线性 波动 方程 ,上 且 与 其 非 线 性 右 
端 项 FO(D$, D, D$) 对 应 的 值 a — 1. 考虑 其 具 小 初 值 
t = 0: $ = ep(x), $, = εφία) (15. 1. 28) 
的 Cauchy [8] it, EP &€ — 0 为 一 个 小 参数 ,而 PCz)，wz) € C; CRO , 就 可 利用 
前 面 已 有 的 结果 给 出 其 经 典 解 的 生命 跨度 T(e) 的 下 界 估计 . 
具体 说 来 ,在 == 2 时 ,由 第 十 章 34 的 结果 ,有 


TO 25 be *, (15. 1. 29) 
其 中 2 是 一 个 与 se 无 关 的 正常 数 ;而 在 n = 3 时 ,由 第 九 章 3 3 的 结果 ,有 
Tle) Z= explae y, (15.1. 30) 


其 中 a 是 一 个 与 s 无关 的 正常 数 . 
注 1.1 上 面 所 述 的 结果 ,可 参见 T. Sideris| 72 ]-[ 74 | & S. Alinhac| 21. 


1.2. Minkowski 空间 中 的 时 向 极 值 超 曲面 
在 Minkowski 空间 中 考虑 如 下 的 泛 函 


ας; ziii 11—£ ΣΦ dzdi, (15. 1. 31) 
isl 
其 相应 的 Euler-Lagrange 方程 为 


Ga- 7) - 935 0-4 8) 


Hip $ —90, 2.7.2. (05.1. 32 IAE $ — $0. αι» στην αι) 称 为 时 向 极 值 
超 曲面 . 
易 见 方程 (15. 1. 32) 是 一 个 非 线 性 右 端 项 不 显 含 $ 的 非 线 性 波动 方程 : 


ΓΦ = F(D$, D, Df), (15. 1. 88) 
且 在 $= 二 0 的 邻 域 中 其 非 线性 右 端 项 下 相应 之 值 a — 2. 此 外 , 略 去 高 阶 项 后 , 相 


“k =e, URLI 
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应 的 非 线 性 右 端 项 可 写 为 


FO, D, D$) ——$,Q,C, $) + 315.9. d. $)» 
i=] 


其 中 
Qf, g) = f, g, — 2 p 
σι 


考虑 方程 (15. 1. 32) 具 如 下 小 初 值 
z = 0 : $= e$, Cx, $ m 2842s $, = e$, Ca y, OPS y 53 
的 Cauchy 问题 ,其 中 s > 0 为 一 个 小 参数 ,而 页 , $, € C; CR"). 


(15. 1. 94) 


(15. 1. 35) 


(15. 1. 36) 


由 第 九 章 , 当 ?三 3 时 ,Cauchy 问题 (15. 1. 32) 及 (15. 1. 36) 必 具有 整体 经 
典 解 . n — 2 时 ,注意 到 (15. 1. 34) 式 ,由 第 十 二 章 33, 方程 (15. 1. 32) 满 足 相 
应 的 零 条 件 , 从 而 其 具 初 值 (15. 1. 36) 的 Cauchy 问题 亦 必 具 有 整体 经 典 解 . 而 当 


n= 1 时 ,由 第 八 章 中 的 结果 ,Cauchy 问题 (15. 1. 32) 及 (15. 1. 36) 的 


命 跨 度 T(e) 有 如 下 的 下 界 估 计 : 
Τε) ae”; 


其 中 a 是 一 个 与 < 无关 的 正常 数 . 
注 1.2 上 面 所 述 的 结果 ,可 参见 H. Lindblad[ 61 1. 


$2. 一 些 进一步 的 结果 


2.1. n = 2 时 一 些 进一步 的 结果 


在 ?2 一 2 及 a 王 2 时 ,由 第 十 章 中 的 结果 , 若 假设 
dF(0, 0. 0) =0 (B= 8. 4). 


则 对 相应 的 小 初 值 Cauchy 问题 ,其 生命 跨度 T(e) 有 如 下 的 下 界 估计 : 


Τ(ε) > expí(ae 2), 


HP a 是 一 个 与 e 无 关 的 正常 数 , 即 此 时 有 几乎 整体 经 典 解 . 
若 代 替 (15. 2. 1) 而 仅 假设 


8; F (0, 0, 0) = 0, 
S. Katayama( 见 [27]) 已 证 明 相 应 的 生命 跨度 之 下 界 估计 为 


经 典 解 的 生 


C15. 1..372 


(15. 2. 1) 


(15. 2. 2) 


(15. 2. 3) 
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T) > δε". (15. 2. 4) 


其 中 0 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 . 且 此 下 界 估计 之 Sharpness 已 由 韩 伟 、 周 忆 在 
[13] 中 证 明 . 


此 外 , 在 nn 二 2 及 a 二 2 时 , 在 第 十 二 章 83 中 ,已 在 相应 的 非 线性 右 端 项 中 
的 最 低 次 项 (三 次 项 ) 满 足 零 条 件 的 附加 假设 下 ,证 明了 小 初 值 Cauchy 问题 的 经 
典 解 的 整体 存在 性 .但 在 n= 2 及 a = 1 时 ,如 果 相 应 的 非 线 性 右 端 项 中 的 最 低 
次 项 (二 次 项 ) 满 足 零 条 件 , 经 典 解 的 生命 跨度 的 下 界 估计 能 否 将 原 有 的 估计 [ 见 
第 十 章 (10. 1. 9) 式 ] 加 以 明显 的 改进 呢 ?S. Alinhac 于 2001 年 考虑 了 这 一 情形 
Οἱ] 81) ,研究 了 如 下 拟 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 : 


[Ju4- 9 g, (ID08,u = 0, (15. 2, 5) 
H v—0 


t—0:u-etcq(x),u, εφία). (15, 2,6) 


Rope, VE GT R), g, (0) —0 Qu v=0, 1, 2), 而 s 之 0 是 一 个 小 参数 . 对 这 类 
具 特 殊 形式 的 二 阶 拟 线性 波动 方程 (相应 的 a = 1) ,他 证 明了 : 当 方程 中 的 二 次 项 
满足 零 条 件 时 ,其 经 典 解 的 生命 跨度 具有 与 a = 2 时 一 样 的 下 界 估 计 (15. 2. 2), 而 
当 方程 中 的 二 次 项 及 三 次 项 同时 满足 零 条 件 时 ,相应 的 Cauchy 问题 具有 整体 经 典 
解 . 这 个 结果 在 一 般 情 形 下 的 拓 广 , 仍 是 一 个 有 待 进一步 考察 的 问题 . 


2.2. n = 3 时 一 些 进一步 的 结果 


在 ?2 一 3 及 ac 王 1 时 , 由 第 十 二 章 32 中 的 讨论 ,如 果 所 考察 的 拟 线 性 波动 方 
程 满足 零 条 件 , 则 相应 的 小 初 值 Cauchy 问题 必 存 在 整体 经 典 解 . 这 说 明 零 条 件 
是 保证 经 典 解 整体 存在 性 的 一 个 充分 条 件 , 但 这 个 条 件 并 不 总 是 必要 的 . 有 时 即 
使 不 满足 零 条 件 , 对 相应 的 小 初 值 Cauchy 问题 ,仍然 可 以 存在 整体 经 典 解 . H. 
Lindblad[60 |-[ 61]. S. Alinhacl 4] 考 察 了 如 下 拟 线 性 波动 方程 


3 
Σ g,G09,u — 0 (15. 2. 7) 


µ. y=1 


具 小 初 值 (15. 2.6) 的 Cauchy 问题 ,其 中 
(g,,(0)) = diagi— 1, 1, 1, 1}, (15. 2. 8) 


并 证 明了 其 经 典 解 的 整体 存在 性 . 如 何 将 这 个 在 特殊 情况 下 得 到 的 结果 纳入 一 
个 一 般 性 的 框架 ,是 一 个 有 兴趣 的 课题 (参见 》3. 2). 
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83. 一 些 重要 的 拓展 


求解 非 线性 波动 方程 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 的 思路 及 方法 ,还 可 以 应 用 于 
物理 学 中 一 些 重要 的 方程 或 方程 组 ,例如 三 维 非 线性 弹性 力学 方程 组 及 真空 中 
的 爱 因 斯 坦 方程 等 . 这 些 应 用 虽然 已 经 超出 了 本 书 的 范围 ,但 如 果 掌 握 了 本 书 的 
内 容 与 方法 ,就 有 了 很 好 的 基础 来 学 习 并 进而 深入 研究 有 关 的 文献 和 内 容 . 在 本 
节 中 ,我 们 仅 对 这 些 方面 的 拓展 与 应 用 作 一 个 简单 的 说 明 . 


3.1. 三 维 非 线性 弹性 力学 方程 组 


假定 弹性 体 在 变形 前 ( 设 为 某 时 刻 , 例 如 上 = 0, 之前) 处 于 自然 状态 ,并 具有 
单位 密度 , 且 其 上 任 一 给 定 质点 的 位 置 坐标 为 x — (αι. πε» x3). 设 在 该 时 刻 
后 ,弹性 体 发 生变 形 , 其 运动 规律 可 用 
y, z) = Ga, 22, yobs m), y (ë, zy" 
来 描述 ,其 中 y = yG, z) den t = 0 时 位 于 x 处 的 质点 在 t 时 刻 的 位 置 坐 标 . 弹 


性 体 在 ;时刻 的 变形 情况 ,就 由 变形 梯度 张 量 F = (Z) 来 描述 . 


Θα, 
对 于 小 变形 ,可 设 


yx-ru. (I5, 3; 1) 
其 中 u 一 (αι. Uu». a 为 充分 小 的 向 量 . 这 样 , 就 有 
F— I+ Vu. (15,3; δὲ) 


由 动量 守恒 律 , 设 无 外 力作 用 ,其 相应 的 非 线性 弹性 动力 学 方程 组 可 写 为 
[ 见 L44] 及 第 五 章 (3. 43) 式 ] 


---Σ)-------ο. i=1,2,3, (15. 3. 3) 


Kp P = (p; ) 为 Piola 应 力 张 量 . 
记 


E—F!P. (15. 3. 4) 


它 称 为 第 二 Piola 应 力 张 量 , 且 是 一 个 对 称 张 量 . CUR CIL[ 44 ] rh 25 m deg ΒΒ 
4.3) 
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Σ-- àÀltrE)I+ 2E +0o(| E |). (15. 3. 5) 
Hop A 及 /为 拉 梅 (LamgE) 常 数 ,o( | 五 | ) 为 高 阶 小 量 , 且 注意 到 (15. 3. 2). 


五 一 FF-D 
= Z Yu Gu?) J- oC| Vu |) 
= E--oC| Vu |), (15. 3. 6 
其 中 
一 (Vut (VT) (15. 3. 7) 


为 线性 弹性 情形 的 Cauchy 应 变 张 量 . 这 样 , 由 (15. 3. 5) 式 有 


E— AGrE)IH-2pE 4- o(| Vu D, (15. 3. 8) 
从 而 由 (15. 3. 4) 式 并 注意 到 (15. 3. 2) 式 ,有 
P —ACGrE)I-+- 25E +o(| Vu |). (15. 3. 9) 
将 (15. 3.9) 式 代入 (15. 3. 3) 式 ,就 容易 得 到 
2 — diu (αἱ —a;) V div u = F(Vu, V’u), (15.3.10) 
t 
Hp αἱ Μα) 由 


λ--μ--α---αξ, p= (15. 3.11) 


Dg. F(Vu, V^u) 是 关于 V iu 为 线性 的 二 次 及 二 次 以 上 的 项 .a 及 a, 分 别 
为 纵波 及 横 波 的 传播 速度 , 且 总 可 假设 a — a, > 0. 

非 线 性 弹性 力学 方程 组 作为 一 个 双 波 速 的 拟 线性 双 曲 型 方程 组 ,虽然 不 能 
直接 化 为 相应 的 波动 方程 来 处 理 ,但 可 利用 研究 波动 方程 的 方法 类 似 地 进行 
研究 . 

对 于 方程 组 (15. 3. 10) 具 小 初 值 

t= 0:u= E(x), u, = Ey (x) (159.915) 


的 Cauchy 问题 ,其 中 g(x), w(x) € (C; (R')) . Πε 0 — "hA. a 1 uE 
明 经 典 解 的 几乎 整体 存在 性 , 即 其 生命 跨度 T(e) 满 足 
Τ(ε) > εχρίαε 1), (15. 3. 13) 


368” 非 线性 波动 方程 


其 中 a 是 一 个 与 s 无 关 的 正常 数 ,参见 F. John[ 24]. S. Klainerman 及 T. C. 
Sideris| 35 ]. 
为 了 得 到 Cauchy 问题 (15. 3. 10) 及 (15. 3. 12) 的 经 典 解 的 整体 存在 性 ,需要 
对 方程 组 (15. 3. 10) 中 的 非 线 性 右 端 项 F(Vu, V “ww) 加 以 适当 的 零 条 件 . 
为 说 明 这 一 点 ,进一步 假设 所 考察 的 材料 是 各 向 同性 的 超 弹 性 材料 . 由 材料 
的 超 弹 性 假设 (参见 [44] 第 五 章 定义 4. 30 ,存在 一 个 贮 能 函数 — W(F) = 
Τίνα). 使 Piola 应 力 张 量 


WE 4 (15. 3. 14) 
j Ou; 
其 中 记 
Bp, 
u; =s (15. 3. 15) 


9 $t auc πω ¿= DB (5318) 
其 中 

(15. 3. 17) 
利用 Taylor 展开 ,方程 组 (15. 3. 16) 中 的 系数 ojw 可 写 为 


3 
à;4, (V u) = ajr (0) + b δικη d-0C| Vu |), (15. 8. 18) 


m, n=] 


其 中 
ow 
ij 一 去 a, 3, ^ 15,3. 1 
Dijkimn Ou, Ou Ou, (0) ( 3 9) 

这 样 ,方程 组 (15. 3. 16) 可 写 为 

Ou, Σ (0) Ou, 

κα. à. 

ar? ἦν b, i=1 ad Or Or, 

3 du, 
== σ " . T I! s ` 
i. > a [RET mn “NN SN rom em ( u x ?u) £ 1 2 3 


(15. 3. 20) 
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而 (σα. Vu) (i 二 1, 2, 3) EATV u 为 线性 的 三 次 及 三 次 以 上 的 项 . 显然 ， 
(15. 3. 20) 的 左 端 应 与 (15. 3. 10) 的 左 端 一 致 . 

由 材料 的 各 向 同性 假设 , 贮 能 函数 三 ERF F FI Ek ἐ, 及 局 的 函 
数 (参见 L44] 第 五 章 》$4. 3) Tfi ioco HE HC Κι. k, K k, 均 可 由 (ww ) 明 显 给 出 . ΜΗ 
此 ,W 可 通过 对 这 些 主 值 的 依赖 性 来 实现 对 Vu (ας) 的 依赖 性 ,从 而 W 对 zx 
的 导数 可 表示 为 


OW τι 9W 9k, 

θα; i τι 9k, Θα 

等 . 这 样 ,就 可 将 (15. 3. 20) 式 右 端 的 第 一 项 写 为 
Š d u, 


b.. 
3k > idi ijkimnU mn Or jor, 
= 2(2W, (0) + 3W,, C05) V (div u)” 十 …， (15. 3. 21) 


其 中 , 右 端 除 第 一 项 外 ,所 有 未 写 出 的 项 在 做 能 量 估 计时 均 可 以 得 到 妥善 地 处 


2Wi (0) + 3W, (0) = 0, (15. 3. 22) 
其 中 
o o 
W, (0) = W (9), Wii (0) = Y ts (15, 3. 23) 
Ok; Ok; 


就 可 以 证 明 具 小 初 值 的 Cauchy 问题 (15. 3. 20) É C15. 3. 12) 的 经 典 解 的 整体 存 
在 性 ,参见 T. C. Sideris[ 76],R. Agemi[ 1] £ [ 83 ]. 

(15. 3. 22) 就 是 在 各 癌 同性 的 超 弹性 材料 情形 , 非 线性 弹性 力学 方程 组 的 零 
条 件 . 


3.2. 真空 中 的 爱 因 斯 坦 方程 
根据 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 , 时 空 是 一 个 四 维 的 伪 黎 曼 流 形 , 其 度 规 为 
ds = go(Cz)dz dr ， (15. 3, 24) 


HP r= G, αἰν αἰ. 23), µε v= 0, 1, 2, 3, 其 他 希腊 指标 的 取 值 也 如 此 ,并 
在 上 、 下 指标 相同 时 一 律 采 用 求 和 的 约定 ,而 g 二 (gj ) 为 符号 为 (一 1, 1, 1, D 
的 二 阶 协 变 对 称 张 量 . 

引入 Christoffel 记号 
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1 (2 Og y, =) 
== πλ ρα ωραια e 15.3. 29 
I, 2Voz ap ag Iss ( ) 
K 
jJ, esa Tay esq, (15. 3. 26) 


而 (g^) 为 Cg) 的 逆 阵 ,是 一 个 二 阶 反 变 对 称 张 量 . 相应 的 黎 曼 曲率 张 量 由 下 
式 给 出 : 


QVO V 


Reg = aJ) ap ΑΓ, — TAT, (15. 3. 27) 
K 
Rag = gaRR Jg: (15. 3. 28) 
而 Ricci 曲率 张 量 则 为 黎 曼 曲率 张 量 的 缩 并 : 
Ro = Ris» (15. 3. 29) 
它 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 . 将 Ricci 曲率 张 量 再 一 次 缩 并 ,就 得 到 曲率 标量 : 
R= g"R,,. (15. 3. 30) 


对 广义 相对 论 特别 有 用 的 爱 因 斯 坦 张 量 定义 为 


Co = Rp — R, (15,8. 31} 
而 真空 中 的 爱 因 斯 坦 方程 则 写 为 
G, --ὂν m ves, 1, 2, 3 (18. 8, 32) 
注意 到 (15. 3. 31) 式 ,由 (15. 3. 32) 式 经 缩 并 后 立 得 
R = 0, (15. 3. 33) 
因此 真空 中 的 爱 因 斯 坦 方 程 就 可 写 为 
R. =0, u= 0, 1, 2, 3. (15. 3. 34) 


它 是 度 规 张 量 (g,, ) 所 满足 的 一 个 二 阶 偏 微分 方程 组 . 
显然 ,方程 (15. 3. 34) 有 一 个 由 平坦 度 规 


(m,,) = diag(— 1. Ls Ls 1) (15.3. 35} 
所 给 出 的 解 , 称 为 Minkowski 时 空 . 关于 Minkowski Hf 25 (15. 3. 35) 的 稳定 性 ， 
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即 在 初 值 是 Minkowski 度 规 (15. 3. 35) 的 一 个 在 某 种 意义 下 的 小 扰动 时 ,对 真 
空中 的 爱 因 斯 坦 方程 (15. 3. 34) 的 相应 Cauchy 问题 ,考虑 是 否 存 在 一 个 在 某 种 
意义 下 接近 Minkowski 时 空 (15. 3. 35) 的 整体 经 典 解 ,是 一 个 很 有 意义 且 富 挑 
战 性 的 问题 . D. Christodoulou 及 S. Klainerman 用 了 很 大 的 篇 幅 于 1993 年 证 明 
了 Minkowski 时 空 的 稳定 性 , 见 L6]. 后 来 ,H. Lindblad 及 I. Rodnianski F 2005 
年 给 出 了 这 一 结果 的 一 个 简化 了 的 证 明 , 见 [63j],[L64j. 在 此 我 们 简要 介绍 一 下 
后 者 证 明 的 有 关 思 路 . 

首先 指出 ,由 于 CR ) 是 一 个 张 量 , 方 程 (15. 3. 34) 在 任何 可 逆 坐 标 变换 下 具 
有 不 变性 ,因此 ,方程 (15. 3. 34) 的 解 ( 即 使 附加 给 定 的 初始 条 件 ) 不 具有 唯一 性 . 
为 了 使 方程 (15. 3. 34) 的 解 能 够 具有 唯一 性 ,希望 找到 一 个 特别 的 坐标 系 ,并 限 
于 在 这 一 特别 的 坐标 系 下 进行 讨论 . 对 爱 因 斯 坦 方程 ,通常 取 所 谓 的 调和 坐标 
〈 现 称 为 波 坐 标 ), 即 要 求 坐标 a" Qi = 0, 1, 2, 3) 满足 


Lig” = O's £ = 05 Es 2y 3s (15. ds 36) 


HPO, 是 相应 于 g = Gy) 的 Laplace-Beltrami 算 子 . 在 局 部 坐标 下 ， 


1 
O, = ———28,(g" | g 18). (15, 3. 37) 
" γα 


其 中 | g |= det(g,.). 
由 行列 式 的 定义 , 易 知 


Ə|e| 
=| g| z” 
9g, 
从 而 有 
Ə|g| 9l|g|92» vr 98 
= = — (15. 3. 38) 
Or" Og, Or" lelg Or" 
又 由 
gog” 一 0i， 
其 中 δ} Ἡ Kronecker 记号 ,容易 得 到 
ag” a 9815 ὃν 
: (15. 3. 39) 
ar” z Or" 


从 而 
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É Og 5 
Og g^ g^ f 


Or" Ər" 
利用 (15. 3. 38) & C15. 3. 40) 式 , 易 知 (15. 3. 37) 可 改写 为 


2 
θτ’9τ’ 
其 中 TW 是 由 (15. 3. 26) 式 定义 的 Christoffel 记号 . 
H C15. 3. 36) K C15. 3. 41) 立 即 得 出 ,在 波 坐 标 下 恒 成 立 
g"LI; —0, a—0,1,2,83, 
从 而 在 波 坐标 下 ,Laplace-Beltrami 算 子 简化 为 


[ |, = g” 


ν δ 9 
— 4 [xx ax 


此 外 ,注意 到 (15. 3. 25)- (15. 3. 26) ,由 (15. 3. 42) 式 立 得 


Og p&r Og 
£ Ts = σα” Ev = -----5 


k Or" 
即 有 


ƏB py 1 Og, 
3 = E . Y=, le 2, 35 
d Θα” 28 Ər” 


ak H (15. 3. 39) 式 ,等 价 地 有 


n il 9 vy 
= gng" E. 
Or 2 Or 


现在 在 波 坐 标 下 具体 写 出 真空 中 的 爱 因 斯 坦 方程 (15. 3. 34). 


首先 ,由 (15. 3. 25) 式 易 知 


Baj 
ox? 


- = Ίο + Ua , 


从 而 将 与 (15. 3. 26) 等 价 的 
αυ = Ba L5 
对 之 求 导 一 次 ,可 得 


9r, Sp. λ 
Βαλ θτά k= ET . (Γαλ ΕΓ yp v. 


(IS: 


(15. 


(15. 
)= o. J= Cs nr 29 By 
(15. 


(15. 3. 


C15. 


C15. 


. 3. 40) 


.4D 


.42) 


. 43) 


. 44) 


. 46) 


. AT) 
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这 样 ,注意 到 Dag = Tg,» 由 (15. 3. 27)-(15. 3. 28) 可 以 得 到 


ep or; 
Rp = καί c" 一 ao TTD — Ta, 下 ^) 


Hu 


Ər” Ər 2 十 Da. b B = ad rn. , ( 15. 3. 48) 
从 而 


d 7 m. = Dus 


ΘΓ αν er. 
a" _ 2r T TUI]. 


= ua B PY ν ) 


(15. 3. 49) 
其 中 为 得 到 最 后 一 式 利 用 了 波 坐 标 下 成 立 的 (15. 3. 42) 式 
对 (15. 3. 44) 式 求 导 一 次 ,并 利用 (15. 3. 39) 式 ,可 
| 9 gy E! 9 gs ) 
Or'Or* 2 Ox"Or' 

Ἔν EN 1 Ἔν 

Or" Or* 2 Ox" 

1 Oguy [Og 1 9e 

= μα gh A ^ s, 15. 3. 50 
a xou am T = (15. 3. 50) 
从 而 由 (15. 3. 25) 式 易 见 有 
ad [S E T 
ο Ər” 
3 aß 9'g, 1 ή 9 ga, 9g, O ga | 
2 Θιϑι 2 Š Oxr'Or"  οτοτ rar" 
1 αβ 9'g, 1 aa’ ββ΄ Og, Og, Og, Og s, Og, Og, 
8 we B Eo |. 
2 ƏrƏðr? 2 Or" Or" Or' Ər Or' Or" 
(15. 3. 51) 
注意 到 (15. 3. 44) 式 ,有 


ga g, Θα.’ Og p 
Or" Ox* 
= g" ο Og. 9g, g^ g" ES Og p Og ep 9g5 ) 
Ər” Ir” Or" Dr Ər” Ər“ 
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— 1 = a go θές να Ë dga θε.) Ogp 
28 Ox" Ər" Or" Θα" Ər? Ər” 
= £ aa’ BB" OE a'a Ogs, αν "| 1 (2 Og p, Og a'a Ss 
25 ΕΝ ΣΝ, # lo\a Əs” dr" δε 
mi (= dE p Bap A 
9." Ox^ Or^ Ər” 
_ 1 < g Ea OE get dil 1 | = Ogp Baa Ogp 
45 8 Br Be E Loar δε: Or" δε 
4 εν ap OB. Bag zl 
Or" Or” Ox" Og"/J 


这 样 ,(15. 3. 51) 右 端的 第 二 项 可 写 为 


>) 


E: αα΄ e (Sur Og, θε.’ Og 5, | gop Og, 
g^ δε” ὃν ^ Oy" Ar" Θε' δεν 
=== a si b Og. Og gj 1 9g, β’ ci 
=g g 4 Or" Or" 2 Or' Ox" 
L.L w| (See 985 As eg En) 
2 Ὅν or Ox" 
(Aer "NEM ES )] 
Ər” Θα" 
+L aa’ | (Z= Og, d - 
"Ed Ë Ox?" Ər“ Br Or" 
αἱ E Og g, OZ a'a Og pu )| 
Or" Ər” Ox" Ox? IT 
男 一 方面 ， 
T ad ον 
ED I DZ ya e) a , Sm J 
ΑΡ Vas ap av ος ὃν Θα’ 
- 1 aa’ d 4 Z as cana n Og y, 
48 d Ər” Br Ox Or" ar” 8x" 
EE 4 aa’ ββ’ Og. Ogg! EN ββ΄ «g (Rte Ogg, ΘΕ. == 
ja" Be n ` 2 Ər” Oz" δε" 
= BB’ (= Og ag Og a'g 1 9g pu Og y, EN 1 9g pu sis 
4 Ər” Ox^ 2 Br" Ər” 2 89r" Θα" 


(15. 3. 52) 


(15. 3. 53) 


Bx” οτ Or? Əx° 
οα΄ ο. G gag Ogg 1 gg Og 


4 Ox" Ox" 8 Ər" 


d BB E ΘΒ. Og 5, Og, 


θα” 


2 


其 中 ,最 后 一 式 的 得 到 利用 了 波 坐 标 下 的 (15. 3. 44) 式 . 


1 g BB’ (te Og, Og 5, Og, | 
Ər” οτί Ər” Əx° 
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1 Sa θεα. 


2 ϑχ΄ ar” 


(15. 3. 54) 


将 (15. 3. 51)-(15. 3. 54) 式 代入 (15. 3. 490 5X ,就 可 得 到 


1 «ay Ep Og en 


αβ SES aa” BB" (-i ΘΕ. Og. 
4 Ox' Ox" 


1 
2 
1 
2 * 8." Ər” 2 
E3 
2 


αα’ .88/ Og. Og, Og. Og, 
E E 


Or" Or Ər” Ox" 


十 EI. Og5, Og, 


Og Bu 


ΘΕ’ Or" θα" 


Or" 


) 


1 aa' d Og, Og ly 9g ws Θα ly 
十 二 gee g” ( β - ) 
4 Or 


Ər? Ər" Or" 


r Og, - Og s'a a) 
Ər” Bx” Br Ox 


] 


1 9g; Θβα' ) 
8 Or" Or' 


(15. 3. 55) 


这 样 ,在 波 坐 标 下 ,真空 中 的 爱 因 斯 坦 方程 (15. 3. 34) 最 终 可 写 为 
O, g, = P(ag,ag) 二 Q.(ag,ar)， (15. 3. 56) 
其 中 口 , 为 由 (15. 3. 43) 式 给 出 的 厅 合 波动 算 子 ,而 


OBa ο Og pg 
P, g, Ə, g) = Eaa’ β ΒΒ 6 


1 


aa" ,BB Og og Bap 


4 Or" Θα" 2 or" ar” 
Cl, 3. 0/2 
Q (Og 9g) = ασ Og p, — aa g” ες θες, 9g 5, Θρω, ) 
P 9." Or" Ər? θε’ Or" Θα" 

+ g g” Ec Og, Og y Og 5, ) 
i Or" Θα" Or' Or^ 

1-0" ο [A Ogg, Όρο Og pu | 
og Θα" Θα" or" 
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1 
t2 
1 


g" pB’ E Og, - OE w'a Og5, ) 
Or! Ox" Ox" Ox? 


, (Og. Ogg, Og, 9 7 
Lg" d eo e x3! (15. 3. 58) 


2 Ər” Ər” Θα’ Ər” 
易 见 方程 (15. 3. 56) 的 右 端 是 关于 Θα 的 二 次 型 , 且 其 系数 为 g 的 光滑 函数 . 
为 考察 Minkowski 时 空 (15. 3. 35) 的 小 扰动 ,我 们 将 待 求 的 度 规 g 写 为 


Ew = my - hys Η» y D; Js. ἂν ὃν (15; 3; 59) 
从 而 由 (15. 3. 56) J44 h = Οι.) 在 波 坐标 下 应 满足 方程 
站 一 (15. 3. 60) 


Hp E, (h) (3h, 91)J&X- T 9h 的 二 次 型 ,上 且 其 系数 为 彤 的 光滑 函数 . 具体 地 说 ， 
F,, (A) COh , 9h) = F@, h, 9, h) +G, (Oh, Oh) + H, Ah, Əh), 


(15. 3. 61) 
其 中 
Ohar ww Ohgy (0a Oh pg Dhara 
F(9,h, 9,h) — Ln um E L nem” d E, 
4 ex^ Ox" 2 Or" Θα 
(15. 3. 62) 
9h vo, Q(Ohg, Oh, hs Oh, 
Ga Cohs 9h) = emne m B m m” ( - y : ) 
ur Θα." Ox^ Or Or' Ox 


n [ur Oh. Θα -αἳ 


十 m** mE ( » δ πμ d = 3 
Or" Ox ar” Or 


Oh ya Əh y Əh p'a 9h s, ) 

Ər” Ər“ Ox" Ər” 

FA le ες Əh s, e oh, Əh py ) | 
2 Ər? Ər” Or' Ər’ 


E rud ( 


(15. 3. 63) 


而 Ha WO, Bh) 为 高 阶 项 , 它 是 关于 Oh 的 二 次 型 ,其 系数 为 h 的 光滑 函数 ， 
ΗΛ = 0 时 为 零 : Hp Oh, 9h) = 0. 


由 (15. 3. 63) 式 给 出 的 Cu Oh, 34) 是 满足 零 条 件 的 ,但 由 (15. 3. 62) 式 给 出 
的 P(3,h ,9,h) 并 不 满足 零 条 件 . Σ 
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h = m"h,,. (15. 3. 64) 
由 (15. 3. 60) 式 就 得 到 是 下 述 满足 零 条 件 的 方程 的 解 : 
"Ed 
$ arar? 
其 中 GOh, 94) F Əh 的 二 次 型 ,而 HA Oh, 4) 为 高 阶 项 , 它 是 关于 Oh 
的 二 次 型 ,其 系数 为 的 光滑 函数 , 且 当 有 h = 0 时 为 零 : H(0)(Əh , 91) = 0. 我 
们 可 称 为 好 分 量 . 由 (15. 3. 62) 式 ,F(3, hh，9,) 右 端的 第 一 项 是 一 个 好 分 量 及 
的 二 次 型 ,而 其 右 端的 第 二 项 则 需要 进行 更 深入 的 分 析 , 此 处 从 略 . 至 于 
,whw， 则 可 用 上 节 处 理 方程 (15. 2. 7) 的 方法 来 处 理 . 将 这 些 因 素 综合 起 来 ， 
就 可 以 对 小 初 值 得 到 有 h — G...) 的 整体 存在 性 ,从 而 证 得 Minkowski 时 空 
(15. 3. 35) 的 稳定 性 ( 详 见 H. Lindblad 5j I. Rodnianski[ 63 D. 


= Gh, 9h) + H(h)(Əh , Əh), (15. 3. 65) 
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